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RE´DUCTION EN FAMILLE D’ESPACES AFFINOI¨DES
par
Antoine Ducros
Re´sume´. — Soit k un corps ultrame´trique complet. Nous de´montrons un substitut
au the´ore`me de la fibre re´duite (de Bosch, Lu¨tkebohmert et Raynaud) valable pour
tout morphisme Y Ñ X plat et a` fibres ge´ome´triquement re´duites entre espaces
k-affino¨ıdes au sens de Berkovich, sans supposer que X et Y sont stricts ni que la
dimension relative de Y sur X est constante. Nous ne faisons pas appel au the´ore`me
de la fibre re´duite original, ni aux techniques ou au langage de la ge´ome´trie formelle.
Notre e´nonce´ est formule´ en termes de re´duction gradue´e a` la Temkin ; notre preuve
repose sur un the´ore`me de finitude de Grauert et Remmert et sur la the´orie de la
re´duction (gradue´e) des germes d’espaces analytiques, due a` Temkin.
Abstract (Reduction of affinoid spaces in family). — Let k be a non-
archimedean complete field. We prove a substitute for the reduced fiber theorem (of
Bosch, Lu¨tkebohmert and Raynaud) that holds for every morphism Y Ñ X flat and
with geometrically reduced fibers between k-affinoid spaces in the sense of Berkovich,
without assuming that X and Y are strict, nor that the relative dimension of Y over
X is constant. We do not use the original reduced fiber theorem, nor the language or
the techniques of formal geometry. Our statement is formulated in terms of Temkin’s
graded reduction; our proof rests on a finiteness result of Grauert and Remmert and
on Temkin’s theory of (graded) reduction of germs of analytic spaces.
0. Introduction
Soit k un corps ultrame´trique complet ; nous travaillerons avec la the´orie des espaces
k-analytiques au sens de Berkovich ([Ber90], [Ber93]). Fixons un sous-groupe Γ de
Rą0, non trivial si |k
ˆ| “ t1u ; pour simplifier la pre´sentation, supposons que Γ est
divisible. Soit A une alge`bre affino¨ıde Γ-stricte, c’est-a`-dire quotient d’une alge`bre
de la forme ktT1{r1, . . . , Tn{rnu ou` les ri appartiennent a` Γ ; soit }¨} la semi-norme
spectrale de A (qui est une norme si et seulement si A est re´duite). Lorsque Γ “ t1u
on associe classiquement a` l’alge`bre A sa re´ductionrA :“ ta P A, }a} ď 1u{ta P A, }a} ă 1u.
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Lorsque Γ n’est pas suppose´ trivial cette de´finition garde un sens, mais l’anneau
obtenu est en ge´ne´ral trop petit pour eˆtre exploitable (par exemple, si les ri sont
Q-line´airement inde´pendants modulo |kˆ|Q, la re´duction de ktT1{r1, . . . , Tn{rnu au
sens pre´ce´dent est simplement le corps re´siduel de k). Le bon objet a` conside´rer dans
ce cas est la re´duction gradue´e de A introduite par Temkin dans [Tem04].
Avant de donner sa construction, pre´cisons que pour e´viter une re´pe´tition fasti-
dieuse des adjectifs !homoge`ne" et !gradue´", nous avons opte´ pour un formalisme qui
diffe`re en apparence de celui de Temkin, tout en lui e´tant rigoureusement e´quivalent :
nous de´finissons un anne´lo¨ıde comme une union disjointe R “
š
rPΓR
r ou` chaque
Rr est un groupe abe´lien note´ additivement, munie d’une collection d’application
bi-additives Rr ˆ Rs Ñ Rrs de´finissant sur R une loi commutative, associative, et
posse´dant un e´le´ment neutre 1 P R1. Un corpo¨ıde est un anne´lo¨ıde non nul dans le-
quel tout e´le´ment non nul est inversible. La plupart des de´finitions et re´sultats de base
de l’alge`bre commutative et de la ge´ome´trie alge´brique (ide´aux, ide´aux premiers, pro-
duit tensoriel, valuations, spectres et meˆme sche´mas, etc.) admettent des avatars dans
ce nouveau cadre, que nous utiliserons librement dans ce qui suit ; nous renvoyons a`
la section 1 pour davantage de pre´cisions.
Soit A une alge`bre k-affino¨ıde Γ-stricte ; posons X “ M pAq. On de´finit d’apre`s
Temkin la re´duction gradue´e (ou encore l’anne´lo¨ıde re´siduel) rA de A par la formule
rA :“ž
rPΓ
ta P A, }a} ď ru{ta P A, }a} ă ru.
C’est une alge`bre de type fini sur le corpo¨ıde re´siduel rk de k ; par exemple, siA est e´gale
a` ktT1{r1, . . . , Tn{nu alors rA “ rkrr1zT1, . . . , rnzTns, qui de´signe l’alge`bre commutative
libre engendre´e sur rk par des inde´termine´es T1, . . . , Tn de degre´s respectifs r1, . . . , rn
(1.3). Si a est un e´le´ment de A tel que }a} P Γ, nous noterons ra son image dans rA}a}.
Nous de´signerons par rX le spectre de rA. La dimension de rX est e´gale a` celle de X ,
et l’on dispose d’une application anti-continue surjective naturelle X Ñ rX .
Cette ope´ration de re´duction (gradue´e) des espaces affino¨ıdes est un outil majeur
en ge´ome´trie analytique, qui permet de convertir un certain nombre de questions en
des proble`mes de ge´ome´trie alge´brique (e´ventuellement gradue´e, mais on se rame`ne
ensuite le plus souvent par des me´thodes standard de´crites a` la section 1 a` la ge´ome´trie
alge´brique usuelle). Elle est toutefois un peu de´licate a` utiliser, car si elle est fonc-
torielle, elle ne commute pas aux ope´rations usuelles. En effet, soient X et Y deux
espaces k-affino¨ıdes Γ-stricts, et soit Z un espace affino¨ıde Γ-strict sur une exten-
sion de k. Supposons donne´s deux morphismes Y Ñ X et Z Ñ X . On dispose alors
d’un morphisme naturel ČY ˆX Z Ñ rY ˆĂX ˆ rZ qui est fini, mais n’est pas un isomor-
phisme en ge´ne´ral. En particulier (prendre Z “ M pH pxqq ou` x P X) la formation
de la re´duction ne commute pas a` la formation des fibres. Cet article reme´die dans
certaines situations a` ce dernier point.
Avant de de´crire plus avant nos re´sultats, commenc¸ons par une de´finition. Soit
A Ñ B un morphisme entre alge`bres k-affino¨ıdes Γ-strictes. Posons X “ M pAq et
Y “ M pBq. Une pre´sentation B » AtT1{r1, . . . , Tn{rnu{pa1, . . . , amq de B sur A (ou
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de Y sur X) est Γ-sympathique si les ri appartiennent a` Γ et si les proprie´te´s suivantes
sont satisfaites :
(1) pour tout i compris entre 1 et m, la semi-norme spectrale ρi de ai appartient a`
Γ ;
(2) le morphisme
p : Spec rArrzT s{p ra1, . . . , Ăamq Ñ rX
est plat ;
(3) les fibres de p sont ge´ome´triquement re´duites ;
(4) pour tout x P X la norme spectrale de ai|Yx est e´gale a` ρi quel que soit i, et tout
e´le´ment a P H pxqtT {ru appartenant a` l’ide´al engendre´ par les ai|Yx posse`de une
e´criture de la forme
ř
bipai|Yxq telle que }bi} ¨ ρi ď }a} pour tout i ;
(5) les composantes irre´ductibles des fibres de p sont ge´ome´triquement irre´ductibles ;
(6) il existe un recouvrement ouvert fini pΩjq de Spec rArrzT s{p ra1, . . . , Ăamq tel que
pour tout indice j et tout ξ P rX , l’intersection p´1pξqXΩj soit ou bien vide, ou
bien une composante connexe de p´1pξq.
L’inte´reˆt essentiel de cette notion de notre point de vue est le suivant : la conjonction
des proprie´te´s (3) et (4) implique que pour tout x P X dont on note rx l’image surrX, le morphisme naturel ĂYx Ñ Spec ČH pxqrrzT s{pĆa1|Yx , . . . ,Čam|Yxq “ p´1prxqČH pxq
est un isomorphisme (proposition 2.30). En un sens un peu vague, une pre´sentation
Γ-sympathique d’un morphisme Y Ñ X induit donc par re´duction des relations une
pre´sentation plate sur rX de la famille pĂYxqxPX .
La notion de pre´sentation Γ-sympathique est stable par changement de base quel-
conque : si B » AtT {ru{pa1, . . . , amq est une pre´sentation Γ-sympathique de B sur A
alors pour toute extension comple`te L de k, toute alge`bre L-affino¨ıde Γ-stricte A1 et
tout morphisme A Ñ A1, la pre´sentation BpbAA1 » A1tT {ru{pa1, . . . , amq de BpbAA1
sur A1 est Γ-sympathique.
Nous pouvons maintenant e´noncer le the´ore`me principal de cet article (the´ore`me
3.5).
The´ore`me. — Soit Y Ñ X un morphisme entre espaces k-affino¨ıdes Γ-stricts, sup-
pose´ plat et a` fibres ge´ome´triquement re´duites. Il existe une famille finie pXi Ñ Xq
de morphismes dont les images recouvrent X et telle que pour tout i, les conditions
suivantes soient satisfaites, en posant Yi “ Y ˆX Xi :
˛ l’espace Xi est affino¨ıde et Γ-strict ;
˛ si |kˆ| ‰ t1u le morphisme Xi Ñ X est quasi-e´tale ;
˛ si |kˆ| “ t1u le morphisme Xi Ñ X posse`de une factorisation Xi Ñ X
1
i Ñ X ou`
X 1i est affino¨ıde et Γ-strict, ou` Xi Ñ X
1
i est fini, radiciel et plat et ou` X
1
i Ñ X
est quasi-e´tale ;
˛ l’espace Yi posse`de une pre´sentation Γ-sympathique sur Xi.
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Liens avec le the´ore`me de la fibre re´duite. — Le the´ore`me ci-dessus e´tait de´ja`
connu lorsque Γ “ t1u (ce qui entraˆıne que |kˆ| ‰ t1u) et lorsque la dimension
relative de Y Ñ X est constante : c’est alors en effet une conse´quence du the´ore`me
de la fibre re´duite de Bosch, Lu¨tkebohmert et Raynaud ([BLR95], the´ore`me 2.1)
qui assure sous ces hypothe`ses l’existence, apre`s un changement de base quasi-e´tale,
d’un mode`le formel affine de Y Ñ X , plat et a` fibres ge´ome´triquement re´duites ; et
un tel mode`le fournit une pre´sentation t1u-sympathique de Y Ñ X (du moins, une
pre´sentation satisfaisant les conditions (1) a` (4) ci-dessus ; mais il n’est pas tre`s difficile
d’imposer ensuite (5) et (6) quitte a` proce´der a` un changement de base quasi-e´tale
supple´mentaire, provenant d’un morphisme e´tale au niveau de la fibre spe´ciale).
Notre e´nonce´ est donc plus faible que le the´ore`me de la fibre re´duite lorsque celui-
ci s’applique, mais il vaut sans hypothe`se d’e´quidimensionalite´ et pour un groupe Γ
arbitraire.
Pre´cisons que nous n’utilisons pas dans notre preuve le the´ore`me de la fibre re´duite,
et que nous le retrouvons sous certaines hypothe`ses additionnelles. En effet si la va-
leur absolue de k n’est pas triviale, si Y Ñ X est un morphisme plat et a` fibres
ge´ome´triquement re´duites entre espaces strictement affino¨ıdes, et si X admet un
mode`le formel sur k˝ a` fibre spe´ciale re´duite (c’est automatiquement le cas lorsque
X est re´duit et k alge´briquement clos), il n’est pas difficile de construire a` partir
d’une pre´sentation t1u-sympathique de Y sur X un mode`le formel plat et a` fibres
ge´ome´triquement re´duites du morphisme Y Ñ X (proposition 3.4).
Bien entendu, il est naturel de se demander si l’on peut espe´rer une version Γ-
stricte du the´ore`me de la fibre re´duite pour Γ quelconque. C’est vraisemblable, mais
cela requerrait en premier lieu de de´finir une variante Γ-gradue´e ou Γ-filtre´e de la
the´orie des sche´mas formels, ne serait-ce que pour pouvoir formuler un e´nonce´.
Motivations. — Pour tout espace affino¨ıde Γ-strict X , l’application anti-continue
X Ñ rX induit une bijection π0pXq » π0p rXq. Notre the´ore`me peut donc eˆtre uti-
lise´ pour controˆler la variation des composantes connexes ge´ome´triques des fibres
d’un morphisme plat et a` fibres ge´ome´triquement re´duites, ce dont nous avons be-
soin de manie`re cruciale dans notre travail en cours [Duca] sur l’aplatissement par
e´clatements en ge´ome´trie de Berkovich. C’e´tait notre principale motivation pour ce
pre´sent article et c’est la raison pour laquelle nous avons inclus les conditions (5) et
(6) dans la de´finition d’une pre´sentation sympathique.
Mentionnons que cette strate´gie de´tourne´e pour comprendre la variation des com-
posantes connexes en famille en ge´ome´trie analytique n’est pas nouvelle : elle a par
exemple e´te´ suivie par Abbes et Saito dans [AS02] ou par Poineau dans [Poi08] (ces
auteurs travaillent dans le cadre strictement analytique en se fondant sur le the´ore`me
de la fibre re´duite).
A` propos de notre de´monstration. — L’ingre´dient majeur de ce travail est le
the´ore`me de finitude de Grauert et Remmert ; il est e´tabli dans [GR66], mais on
en trouve des variantes un peu renforce´es dans la litte´rature poste´rieure, comme par
exemple le the´ore`me 1 de [BGR84] 6.2.4, ou le the´ore`me 1.3 de [BLR95] – on peut
voir ce dernier comme la version absolue, c’est-a`-dire au-dessus de Spf k˝, du the´ore`me
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de la fibre re´duite de Bosch, Lu¨tkebohmert et Raynaud. Ce the´ore`me de Grauert
et Remmert ne porte que sur les alge`bres strictement k-affino¨ıdes, et nous devons
l’e´tendre au cas Γ-strict pour pouvoir nous en servir. C’est l’objet de la section 2. On
y de´montre un analogue du the´ore`me 1 de [BGR84] 6.2.4 (the´ore`me 2.23), dont on
de´duit un analogue du the´ore`me 1.3 de [BLR95] (the´ore`me 2.28) qui peut s’e´noncer
comme suit : si A est une alge`bre k-affino¨ıde Γ-stricte et ge´ome´triquement re´duite, il
existe une extension finie L de k, qu’on peut prendre se´parable si |kˆ| ‰ t1u, telle que
AL posse`de une pre´sentation Γ-sympathique sur L. Le the´ore`me 2.23 se de´montre par
re´duction au cas strict via une extension des scalaires de k a` H pηrq pour une famille
finie convenable r “ pr1, . . . , rnq d’e´le´ments de Γ, ou` ηr est le point de A
n,an
k donne´
par la semi-norme
ř
aIT
I ÞÑ max|ai| ¨r
I . (La descente de H pηrq a` k fonctionne parce
que le k-espace de Banach H pηrq est !somme directe orthogonale" de droites ; c’est
e´vident si les ri sont multiplicativement inde´pendants modulo |k
ˆ|, mais c’est vrai en
toute ge´ne´ralite´, cf. le lemme 2.11.)
Nous avons e´galement besoin du !the´ore`me de la fibre re´duite sur un anne´lo¨ıde de
valuation" (corollaire 1.27), mais c’est en fait encore une conse´quence du the´ore`me de
Grauert et Remmert. En effet, nous le prouvons en nous re´duisant au cas non gradue´,
dans lequel il a e´te´ de´montre´ par Temkin ([Tem10], e´tapes 2, 3 et 4 de la preuve
du the´ore`me 3.5.5) selon le sche´ma de preuve suivant : re´duction au cas de hauteur
finie par approximation, puis de hauteur 1 par de´vissage, et proce´de´ de comple´tion et
de´comple´tion pour se ramener au the´ore`me de Grauert-Remmert.
Disons maintenant quelques mots de la fac¸on dont nous utilisons ces re´sultats pour
de´montrer notre the´ore`me principal, en supposant (pour alle´ger un peu l’exposition)
que Γ “ Rą0 et que la valeur absolue de k n’est pas triviale ; nous e´crirons !sympa-
thique" au lieu de !Rą0-sympathique". Notre preuve fait appel de manie`re cruciale
a` la the´orie de la re´duction (gradue´e) des germes d’espaces analytiques, de´veloppe´e
dans [Tem04] ; c’est un substitut a` la ge´ome´trie formelle, plus souple d’utilisation,
de nature plus locale, et qu’on peut employer sur des espaces non stricts.
Soit donc un morphisme Y Ñ X entre espaces k-affino¨ıdes, suppose´ plat et a`
fibres ge´ome´triquement re´duites. Soient A et B les alge`bres affino¨ıdes respectivement
associe´es a` X et Y . On fixe un point x de X , et on note C l’alge`bre BbˆAH pxq. On
fixe enfin une valuation |¨| appartenant a` la re´duction ČpX,xq du germe pX,xq (c’est
un ouvert quasi-compact et non vide de l’espace de Zariski-Riemann gradue´ PČH pxq{rk
deČH pxq sur rk, e´gal a` PČH pxq{rk tout entier si et seulement si x R BX). On noteČH pxq˝
l’anne´lo¨ıde de |¨|.
Par compacite´ de X et par quasi-compacite´ de ČpX,xq, il suffit d’exhiber un es-
pace affino¨ıde V et un morphisme V Ñ X quasi-e´tale posse´dant les trois proprie´te´s
suivantes :
(a) l’image W de V Ñ X (qui est un domaine analytique compact de X) contient
x ;
(b) ČpW,xq contient |¨| ;
(c) Y ˆX V Ñ V admet une pre´sentation sympathique.
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Dans ce qui suit, l’expression !restreindre X" signifiera !remplacer X par V pour
un certain espace affino¨ıde V muni d’un morphisme quasi-e´tale V Ñ X ve´rifiant les
conditions (a) et (b) ci-dessus".
La fibre Yx e´tant ge´ome´triquement re´duite, elle est justiciable de notre variante Γ-
stricet du the´ore`me de Grauert et Remmert (the´ore`me 2.28) ; elle affirme l’existence
d’une extension finie se´parable E de H pxq telle que Yx,E admette une pre´sentation
sympathique sur E ; on choisit un prolongement arbitraire de |¨| a` rE, encore note´ |¨|.
Il existe un morphisme fini e´tale de germes pX 1, x1q Ñ pX,xq tel que H px1q “ E ; on
peut donc restreindre X de sorte que Yx admette une pre´sentation sympathique sur
H pxq. Soit B l’image de rB dans rC. L’anne´lo¨ıde rC est entier sur ČH pxq˝ ¨ B ; il existe
donc une sous-ČH pxq˝-alge`bre R de rC, plate (car sans torsion) et de pre´sentation finie,
contenant B et entie`re sur ČH pxq˝ ¨ B, telle que RČH pxq “ rC. Remarquons que si C etrC ne de´pendent que de la fibre Yx, ce n’est pas le cas de l’anne´lo¨ıde R, qui contient
des informations sur le comportement de l’espace total Y au voisinage de Yx dans la
!direction" code´e par la valuation |¨| PČpX,xq.
L’e´tape suivante consiste a` appliquer le the´ore`me de la fibre re´duite sur un anne´lo¨ıde
de valuation au morphisme Spec R Ñ Spec ČH pxq˝, ce qui est licite car sa fibre
ge´ne´rique Spec rC est ge´ome´triquement re´duite. Il affirme l’existence d’une extension
value´e finie Λ de ČH pxq et d’un sous-anne´lo¨ıde R1 de rΛ, fini sur RΛ, tel que les fibres
du morphisme naturel q : Spec R1 Ñ Spec Λ˝ soient ge´ome´triquement re´duites ; quitte
a` agrandir Λ, on peut supposer que les composantes irre´ductibles ds fibres de q sont
ge´ome´triquement irre´ductibles. Par ailleurs le caracte`re ge´ome´triquement re´duit des
fibres de q entraˆıne l’existence d’un recouvrement ouvert fini pΥjq de Spec R
1 tel que
pour tout j et tout ξ P Spec Λ˝, l’intersection ΥjXq
´1pξq soit ou bien vide ou bien une
composante connexe de q´1pξq (proposition 1.28). En re´alisant Λ comme le corpo¨ıde
re´siduel d’une extension finie se´parable de H pxq et en raisonnant comme plus haut,
on voit qu’on peut restreindre X de sorte que Λ “ČH pxq, puis supposer que R1 “ R
(en remplac¸ant R par R1).
En partant d’une pre´sentation sympathique arbitraire de Yx sur H pxq et d’une
pre´sentation de R surČH pxq˝ on construit alors par diffe´rentes me´thodes (rele`vements,
renormalisation, concate´nation, petites perturbations. . . ) une pre´sentation sympa-
thique de Yx sur H pxq qui a la vertu de s’e´tendre, quitte a` restreindre X , en une
pre´sentation sympathique de Y sur X ; la platitude de Y sur X joue un roˆle crucial
dans cette e´tape.
1. Alge`bre gradue´e
1.1. — Nous ferons un usage syste´matique du formalisme gradue´ introduit par Tem-
kin dans [Tem04]. Nous avons toutefois choisi d’adopter une pre´sentation de sa
the´orie qui diffe`re le´ge`rement de l’originale et nous paraˆıt un peu plus maniable (ce
point de vue a de´ja` e´te´ suivi par l’auteur dans [Ducb], et par Marc Chapuis dans
[Cha17]).
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Plus pre´cise´ment, donnons-nous un groupe abe´lien divisible D note´ multiplica-
tivement (en pratique, D sera le plus souvent contenu dans Rą0). Pour Temkin,
un anneau D-gradue´ est un anneau A muni d’une de´composition en somme directe
A “
À
dPD A
d avec Ad ¨ Ad
1
Ă Add
1
. Or l’expe´rience montre que lorsqu’on utilise ces
anneaux gradue´s en ge´ome´trie analytique il n’arrive jamais qu’on ait besoin d’ad-
ditionner deux e´le´ments homoge`nes de degre´s diffe´rents. Il nous a donc semble´ plus
commode de conside´rer des de´compositions en unions disjointes ; l’avantage de ce
choix est qu’il n’y a plus besoin de spe´cifier en permanence que les e´le´ments ma-
nipule´s sont homoge`nes, puisqu’ils le sont automatiquement ; ceci permet d’alle´ger
substantiellement la re´daction sans changer quoi que ce soit sur le fond.
Nous appellerons donc D-anne´lo¨ıde un ensemble A muni des donne´es suivantes :
˛ une de´composition A “
š
dPD A
d ;
˛ sur chaque Ad, une loi de composition interne note´e additivement qui fait de Ad
un groupe abe´lien, de neutre 0d ;
˛ une loi de composition interne sur A associative et commutative, note´e multi-
plicativement, qui posse`de un e´le´ment neutre 1 P A1 et induit pour tout pd, d1q
une application bi-additive Ad ˆAd
1
Ñ Add
1
.
Un e´le´ment a d’un D-anne´lo¨ıde A appartient a` un unique sous-ensemble Ad ; on
dit que d est le degre´ de a et on le note dpaq.
On emploiera le plus souvent la notation 0 au lieu de 0d si le degre´ en jeu est
clairement indique´ par le contexte ; on pourra ainsi par exemple e´crire !a “ 0" au lieu
de !a “ 0dpaq", et on notera A‰0 l’ensemble des e´le´ments non nuls de A, c’est-a`-dire
la re´union disjointe des Adzt0du. L’ensemble A‰0 est vide si et seulement si 1 “ 0
(c’est-a`-dire 1 “ 01 !) ; on dit alors que A est nul.
Les D-anne´lo¨ıdes forment une cate´gorie ; les morphismes sont les applications qui
pre´servent les degre´s, commutent aux deux ope´rations et envoient 1 sur 1. La cate´gorie
des t1u-anne´lo¨ıdes est celle des anneaux commutatifs unitaires.
Si E est un sous-ensemble deD et si A est un anne´lo¨ıde, on noteraAE la re´union des
Ad pour d P E. Supposons de plus queE soit un sous-groupe deD. Pour tout anne´lo¨ıde
A, le sous-ensemble AE he´rite alors par restriction d’une structure de E-anne´lo¨ıde.
On dispose ainsi d’un foncteur de la cate´gorie des D-anne´lo¨ıdes vers celle des E-
anne´lo¨ıdes. Ce foncteur posse`de un adjoint a` gauche, le !prolongement par 0" qui
envoie un E-anne´lo¨ıde B sur le D-anne´lo¨ıde A tel que Ad “ Bd si d P E et Ad “ t0du
sinon. Le prolongement par ze´ro induit une e´quivalence entre la cate´gorie des E-
anne´lo¨ıdes et celle des D-anne´lo¨ıdes dont le degre´ de tout e´le´ment non nul appartient
a` E ; comme la plupart des proprie´te´s que nous conside´rerons seront invariantes par
cette e´quivalence de cate´gories, il arrivera souvent qu’on identifie subrepticement un
E-anne´lo¨ıde au D-anne´lo¨ıde obtenu en le prolongeant par ze´ro.
Un D-corpo¨ıde est un D-anne´lo¨ıde non nul dans lequel tout e´le´ment non nul est
inversible.
Si A est un D-anne´lo¨ıde, un A-module est un ensemble M muni d’une
de´composition M “
š
dPDM
d, d’une structure de groupe abe´lien sur chacun
des Md, et d’une multiplication externe A ˆM ÑM qui induit pour chaque couple
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pd, d1q une application bi-additive Ad ˆMd
1
ÑMdd
1
et ve´rifie les e´galite´s
1 ¨m “ m et apbmq “ pabqm
pour tout pa, b,mq P A2 ˆM . (Lorsque A est un D-corpo¨ıde, on parlera plutoˆt de A-
espace vectoriel.) Une A-alge`bre est un D-anne´lo¨ıde B muni d’un morphisme AÑ B ;
c’est en particulier un A-module. Si F est un D-corpo¨ıde, une extension de F est une
F -alge`bre qui est elle-meˆme un D-corpo¨ıde.
A` partir de maintenant et dans toute la suite de cette section nous dirons simple-
ment !anne´lo¨ıde" et !corpo¨ıde" – la graduation est donc indexe´e par D sauf mention
expresse du contraire.
1.2. — La plupart des notions usuelles d’alge`bre commutative admettent un avatar
gradue´ ayant en ge´ne´ral la meˆme de´finition mutatis mutandis – on vient d’en voir
quelques exemples. On peut ainsi de´finir ce que sont un ide´al d’un anne´lo¨ıde (puis un
ide´al premier ou maximal), un anne´lo¨ıde inte`gre, un anne´lo¨ıde re´duit, un anne´lo¨ıde
local, la localisation d’un anne´lo¨ıde par une partie multiplicative, le corpo¨ıde des
fractions d’un anne´lo¨ıde inte`gre, le spectre d’un anne´lo¨ıde, un e´le´ment entier sur un
anne´lo¨ıde (ou alge´brique sur un corpo¨ıde), le produit tensoriel de deux modules sur un
anne´lo¨ıde (puis un module plat), etc. Et une bonne partie des e´nonce´s classiques se re-
transcrivent a` peu pre`s tels quels dans ce contexte, avec les !meˆmes" de´monstrations :
on dispose ainsi d’une the´orie de la dimension des espaces vectoriels et du degre´ de
transcendance des extensions de corpo¨ıdes, du lemme de Nakayama, du lemme de
going-down, d’une the´orie des valuations (nous donnons quelques pre´cisions sur cette
dernie`re au paragraphe 1.7 plus bas) . . . Nous utiliserons tout ceci librement, et ren-
voyons le lecteur a` diffe´rents textes pour les de´tails et (certaines) preuves : la section
1 de [Tem04], la section 1 de [Duc13] et la section 2.2 de [Ducb] (dans ces deux
derniers textes, nous pre´sentons notamment la the´orie de Galois gradue´e), ou encore
l’appendice A de [Duc18]. Le lecteur pourra aussi se reporter a` la section 2 de [Poi]
pour une version gradue´e du Nullstellensatz qui, une fois n’est pas coutume, n’est pas
le de´calque de sa version classique (ledit de´calque est grossie`rement faux) ; voir aussi
a` ce sujet [Ducb], 2.2.24 et 2.2.29.2.
Si A est un anne´lo¨ıde et si B et C sont deux A-alge`bres, la C-alge`bre C bAB sera
souvent note´e BC .
Le spectre d’un anne´lo¨ıde A posse`de un faisceau d’anne´lo¨ıdes naturel a` fibres lo-
cales ; en recollant de tels objets, on obtient ce qu’on appelle un sche´mo¨ıde. Si X est
un sche´mo¨ıde, le corpo¨ıde re´siduel d’un point x de X sera note´ κpxq, et l’application
OX,x Ñ κpxq sera note´e a ÞÑ apxq. Si Y Ñ X est un morphisme de sche´mo¨ıdes, sa
fibre en un point x de X sera note´e Yx ; c’est un κpxq-sche´mo¨ıde.
1.3. — Soit A un anne´lo¨ıde. Si r “ priqiPI est une famille d’e´le´ments de D et si
T “ pTiqiPI est une famille d’inde´termine´es, nous noterons ArrzT s l’anne´lo¨ıde dont le
sommande de degre´ d est constitue´ des sommes formelles finies du type
ř
aIT
I ou`
I P Adr
´I
pour tout I. Chaque Ti est donc de degre´ ri (et pArrzT s, pTiqiq repre´sente
le foncteur qui envoie une A-alge`bre B sur
ś
iB
ri).
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Si F est un corpo¨ıde et si r est comme ci-dessus, F rrzT s est inte`gre et son corpo¨ıde
des fractions sera note´ F przT q ; lorsque r est F -libre, c’est-a`-dire lorsque les ri forment
une famille libre du Q-espace vectoriel D{pdpFˆqQq, le corpo¨ıde F przT q est simple-
ment F rrzT, r´1zSs{pSiTi ´ 1qi.
Mentionnons que ce sont ces anne´lo¨ıdes de polynoˆmes avec degre´ des inde´termine´es
prescrits qui sont utilise´s pour de´finir les notions d’e´le´ments entiers ou alge´briques :
par exemple si B est une A-alge`bre, un e´le´ment b de B est dit entier sur A s’il annule
un polynoˆme unitaire appartenant a` ArdpbqzT s.
1.4. — Soit A un anne´lo¨ıde et soit B une A-alge`bre telle que
dpB‰0q “ dpA‰0q “ dpA
ˆq.
Dans ce cas pour tout e´le´ment r appartenant a` dpB‰0q la fle`che naturelle de A
rbA1B
1
vers Br est un isomorphisme (et Ar est libre de rang 1 comme A1-module) si bien
que B » AbA1 B
1.
Cette remarque peut permettre de de´montrer une proprie´te´ en se ramenant au cas
non gradue´, graˆce a` un premier changement de base de la forme AÑ ArrzT, r´1zT´1s
ou A Ñ AprzT q si A est un corpo¨ıde (pour une famille convenable r d’e´le´ments de
D). Bien entendu, il faut s’assurer au pre´alable que la proprie´te´ concerne´e satisfait
la descente relative aux changements de base de ce type, ce qui est souvent facile a`
e´tablir par un calcul explicite. Donnons deux exemples.
1.4.1. — Si M est un A-module, il est fini si et seulement si M bA rrzT, r
´1zT´1s
est fini sur M bA rrzT, r
´1zT´1s (conside´rer les termes constants d’une famille finie
de polynoˆmes a` coefficients dans M engendrant M bA rrzT, r
´1zT´1s).
1.4.2. — Si X est un A-sche´mo¨ıde et si π de´signe la projection XArrzT,r´1zT´1s Ñ X
une partie U de X est ouverte si et seulement si π´1pUq est ouverte (remarquer que la
section σ de π qui envoie un point ξ sur le point ge´ne´rique de Spec κpξqrrzT, r´1zT´1s
est continue).
1.5. Quelques proprie´te´s ge´ome´triques dans le cadre gradue´. — Nous allons
utiliser la me´thode ge´ne´rale e´voque´e au 1.4 pour e´tudier le comportement de certaines
proprie´te´s des alge`bres sur un corpo¨ıde par extension des scalaires, en nous ramenant
a` ce qui est connu en alge`bre commutative classique.
1.5.1. Alge`bres re´duites sur un corpo¨ıde parfait. — Soit F un corpo¨ıde parfait et
soit A une F -alge`bre re´duite. Soit L une extension de F ; la L-alge`bre AL est encore
re´duite. Pour le voir, on choisit une famille r d’e´le´ments de D telle que
dpLprzT qˆq “ dpF przT qˆq Ą dpA‰0q.
Soit p l’exposant caracte´ristique de F . Posons
K “ lim
Ñ
F pr1{p
n
zT 1{p
n
q et Λ “ lim
Ñ
Lpr1{p
n
zT 1{p
n
q.
On a alors et dpAK‰0q Ă dpK
ˆq “ dpΛˆq Ą dpAΛ‰0q “ dpΛ
ˆq (les deux relations
d’inclusion sont des e´galite´s de`s que A est non nulle), si bien que
AK “ pAKq
1 bK1 K, pAΛq
1 “ pAKq
1 bK1 Λ1 et AΛ “ pAΛq
1 bΛ1 Λ.
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Pour montrer que AL est re´duite, il suffit de montrer que AΛ est re´duite, et meˆme
que pAΛq
1 est re´duite. Mais comme A est re´duite, AK est re´duite par la forme meˆme
de K ; en particulier, pAKq
1 est re´duite. Par ailleurs, puisque F est parfait, K est
parfait, et K1 est a fortiori parfait. Il s’ensuit que pAΛq
1 “ pAKq
1bK1 Λ1 est re´duite.
1.5.2. Alge`bres ge´ome´triquement re´duites. — Soit F un corpo¨ıde et soit A une F -
alge`bre. Soit L une extension parfaite de F . Il re´sulte de 1.5.1 que AL est re´duite si et
seulement si AΛ est re´duite pour toute extension Λ de F ; si ces conditions e´quivalentes
sont satisfaites nous dirons que A est ge´ome´triquement re´duite.
Cette notion donne lieu par recollement a` la notion de sche´mo¨ıde ge´ome´triquement
re´duit sur F , qui se teste sur une extension parfaite de F .
1.5.3. Alge`bres inte`gres sur un corpo¨ıde alge´briquement clos. — Soit F un corpo¨ıde
alge´briquement clos et soit A une F -alge`bre inte`gre. Soit L une extension de F ; la
L-alge`bre AL est encore inte`gre. Pour le voir, on peu supposer par un argument de
limite inductive que A et L sont de type fini sur F (respectivement comme alge`bre
et comme extension). Dans ce cas le sous-groupe de D{dpFˆq engendre´ par dpA‰0q
et dpLˆq est de type fini, et partant libre de rang fini puisque dpFˆq est divisible. Il
existe alors une famille finie et F -libre r d’e´le´ments de D telle que
dpLprzT qˆq “ dpF przT qˆq Ą dpA‰0q.
Posons K “ F przT q et Λ “ LprzT q. On a
AK “ pAKq
1 bK1 K, pAΛq
1 “ pAKq
1 bK1 Λ1 et AΛ “ pAΛq
1 bΛ1 Λ.
Pour montrer que AL est inte`gre il suffit de montrer que AΛ est inte`gre, et meˆme que
pAΛq
1 est inte`gre.
La fermeture se´parable de K dans AK est triviale. En effet dans le cas contraire
il existerait une extension finie se´parable M de K se plongeant dans AK . Le
groupe dpMˆq est de rang rationnel fini sur dpFˆq ; comme ce dernier est divisible,
dpMˆq{dpFˆq est libre de rang fini ; soit s “ ps1, . . . , snq une base de ce quotient.
En choisissant pour tout i un e´le´ment de Mˆ de degre´ si on obtient un plongement
de F pszT q dans M ; on a alors dpF pszT qˆq “ dpMˆq et M1 “ F 1 “ F pszT q1 (la
premie`re e´galite´ provenant du fait que F 1 est alge´briquement clos). Par conse´quent
M “ F pszT q et un calcul direct montre que AM est inte`gre, ce qui contredit le fait
que M se plonge dans AK .
De`s lors la fermeture se´parable deK1 dans pAKq
1 est triviale et pAΛq
1 “ A1bF 1Λ
1
est inte`gre.
1.5.4. Alge`bres ge´ome´triquement inte`gres. — Soit F un corpo¨ıde et soit A une F -
alge`bre. Soit L une extension alge´briquement close de F . Il re´sulte de 1.5.1 que AL est
inte`gre si et seulement si AΛ est inte`gre pour toute extension Λ de F ; si ces conditions
e´quivalentes sont satisfaites nous dirons que A est ge´ome´triquement inte`gre.
1.5.5. — Un sche´mo¨ıde X sur un corpo¨ıde F est dit ge´ome´triquement irre´ductible si
XL est irre´ductible pour toute extension L de F ; il re´sulte de 1.5.4 que cela se teste
sur une extension alge´briquement close de F (et meˆme en fait se´parablement close
puisque cette proprie´te´ est purement topologique).
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1.6. Dimension. — Soit F un corpo¨ıde et soit A une F -alge`bre de type fini. Soit
L une extension de F telle que dpAL‰0q “ dpL
ˆq. La dimension de Krull de A1L ne
de´pend alors pas de L, et est appele´e F -dimension de A, ou dimension de A s’il n’y a
pas d’ambigu¨ıte´ (mais on prendra garde que cette notion de´pend du corpo¨ıde de base
F : si ρ est un e´le´ment de D qui n’est pas de torsion modulo dpFˆq alors F pρzT q est
de dimension 0 sur lui-meˆme mais de dimension 1 sur F ).
Si les pi sont les ide´aux premiers minimaux de A alors
dimF A “ sup
i
deg.tr.pFracpA{piq{F q
comme on le voit en se ramenant au cas non gradue´ par extension des scalaires a` un
corpo¨ıde L comme ci-dessus de la forme F przT q avec r convenable (ce type d’extension
a l’avantage de pre´server l’inte´grite´).
On e´tend la notion de F -dimension aux sche´mo¨ıdes de type fini sur F en posant
pour un tel sche´mo¨ıde X
dimF X “ sup
xPX
deg.tr.pFracpκpxq{F q.
Si x est un point de X la dimension de X en x est le maximum des dimensions des
composantes irre´ductibles de X contenant x. Si f : Y Ñ X est un morphisme entre
F -sche´mo¨ıdes de type fini, la dimension relative de Y sur X en un point y de Y est
la dimension de Yfpyq en y.
1.7. — Soit A un anne´lo¨ıde. Une valuation sur A est la donne´e d’un groupe abe´lien
ordonne´ Γ note´ multiplicativement et d’une application |¨| : AÑ ΓY t0u (ou` 0 est un
e´le´ment absorbant pour la multiplication et plus petit que tout e´le´ment de Γ) telle
que :
˛ |1| “ 1 ;
˛ |ab| “ |a| ¨ |b| pour tout couple pa, bq d’e´le´ments de A ;
˛ |a` b| ď maxp|a|, |b|q pour tout couple a et b d’e´le´ments de meˆme degre´ de A.
Deux valuations |¨| : A Ñ Γ Y t0u et |¨|1 : A Ñ Γ1 Y t0u sont dites e´quivalentes s’il
existe un groupe abe´lien ordonne´ Γ2, deux morphismes injectifs croissants i : Γ2 Ñ Γ
et j : Γ2 Ñ Γ1, et une valuation |¨|2F Ñ Γ2 Y t0u telle que |¨| “ i ˝ |¨|2 et |¨|1 “ j ˝ |¨|2.
1.8. — Soit F un corpo¨ıde value´ (c’est-a`-dire muni d’une valuation). Nous emploie-
rons par de´faut les notations suivantes :
˛ |¨| pour la valuation de F
˛ F ˝ pour l’anne´lo¨ıde tz P F, |z| ď 1u ; ce dernier est local et est appele´ l’anne´lo¨ıde
de la valuation |¨| ;
˛ F ˝˝ pour l’unique ide´al maximal de F ˝, qui n’est autre que tz P F, |z| ă 1u.
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1.9. — Soit A un anne´lo¨ıde. Nous noterons SpvpAq le spectre valuatif de A, c’est-
a`-dire l’ensemble des classes d’e´quivalence de valuations sur A. On peut de´finir de
manie`re e´quivalente SpvpAq comme l’ensemble des couples px, |¨|q ou` x est un point
de Spec A et |¨| une classe d’e´quivalence de valuation sur κpxq. Si ξ est un point de
SpvpAq correspondant a` un couple px, |¨|q le corpo¨ıde value´ pκpxq, |¨|q sera note´ κpξq et
sa valuation structurale restera note´e |¨| ; lorsqu’on voudra pre´ciser que le morphisme
d’e´valuation a ÞÑ apxq est vu comme a` valeurs dans le corpo¨ıde value´ κpξq on l’e´crira
a ÞÑ apξq. Graˆce a` cette convention on a ξpaq “ |apξq| pour tout a P A et c’est la
seconde e´criture dont nous nous servirons la plupart du temps.
Si E est un sous-ensemble de A nous noterons SpvpA,Eq le sous-ensemble de
SpvpAq forme´ des points ξ tels que |apξq| ď 1 pour tout a P E.
1.10. — Soit F un corpo¨ıde. Deux valuations sur F sont e´quivalentes si et seulement
si elles ont meˆme anne´lo¨ıde ; un sous-anne´lo¨ıde A de F est l’anne´lo¨ıde d’une valuation
si et seulement si il est local et maximal parmi les sous-anne´lo¨ıdes locaux de F pour
la relation de domination. Ceci e´quivaut a` demander que pour tout x P F on ait x P A
ou x´1 P A.
On dispose d’une relation d’ordre sur l’ensemble des valuations de F , qui se de´finit
mutatis mutandis comme dans la the´orie classique ; rappelons brie`vement en quoi elle
consiste.
Donnons-nous donc deux valuations |¨|1 et |¨|2 sur F dont on note A et B les
anne´lo¨ıdes respectifs, et κ et λ leurs corpo¨ıdes re´siduels respectifs. Les assertions
suivantes sont alors e´quivalentes :
(i) il existe un sous-groupe convexe H de |Fˆ| tel que |¨|2 soit (e´quivalente a`) la
compose´e de |¨|1 et de l’application quotient |F |1 Ñ p|F
ˆ|1{Hq Y t0u ;
(ii) l’anne´lo¨ıde B est e´gal a` Ap pour un certain ide´al premier p de A ;
(iii) il existe un anne´lo¨ıde de valuation α de corpo¨ıde des fractions λ tel que A soit
l’image re´ciproque de α par la fle`che de re´duction B Ñ λ.
On dit alors que |¨|1 est plus fine que |¨|2, ou qu’elle la raffine ; on dit aussi que |¨|2 est
plus grossie`re que |¨|1.
Indiquons quelques relations entre les diffe´rents objets e´voque´s dans les e´quivalences
ci-dessus : s’il existeH comme dans (i), alors (ii) est vraie en prenant pour p l’ensemble
des e´le´ments a de A tels que |a|1 P H ; s’il existe p comme dans (ii), alors (iii) est
vraie en prenant pour α l’anne´lo¨ıde FracpA{pq et (i) est vraie en prenant pour H le
groupe |Bˆ|1 ; et s’il existe α comme dans (iii) alors (ii) est vraie en prenant pour p
l’image re´ciproque de l’ide´al maximal de α.
Soit |¨| une valuation sur F ; utilisons les notations standard F ˝ et F ˝˝ pour
l’anne´lo¨ıde de |¨| et pour l’ide´al maximal de celui-ci. La caracte´risation (iii) de la
relation de raffinement fournit une bijection entre l’ensemble des valuations de F
plus fines que |¨| (a` e´quivalence pre`s) et l’ensemble des valuations sur le corpo¨ıde
F ˝{F ˝˝. Soit maintenant V l’ensemble des valuations sur F plus grossie`res que |¨|.
La caracte´risation (i) (resp. (ii)) de la relation de raffinement fournit une bijection
de´croissante entre V et l’ensemble des sous-groupes convexes de |Fˆ| (resp. des ide´aux
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premiers de A) ; le premier e´tant totalement ordonne´ par inclusion, il en va de meˆme
du second. Le cardinal de V zt|¨|u est appele´ la hauteur de |¨|.
1.11. Valuations de Gauß. — Soit F un corpo¨ıde value´, soit r “ priqiPI une
famille d’e´le´ments deD, et soit γ “ pγiqiPI une famille d’e´le´ments d’un groupe ordonne´
contenant |Fˆ|. On note F przT {γq le corpo¨ıde F przT q muni de la valuation de Gauß
de parame`tre γ de´finie par la formule
ř
aIT
I ÞÑ max |aI | ¨γ
I . Dans le cas ou` D “ t1u
on e´crira F pT {γq au lieu de F p1zT {γq.
1.12. — Soient F, r et γ comme ci-dessus. Le corps value´ F przT {γq1 est alors de la
forme F 1pΘ{δq. En effet, par le lemme de Zorn ou une re´currence transfinie, on se
rame`ne au cas ou` l’ensemble I posse`de un unique e´le´ment i et on e´crit r et γ au lieu
de ri et γi. On distingue deux cas.
˛ Le cas ou` r est d’ordre fini n modulo dpFˆq. On choisit alors un e´le´ment λ de
Fˆ tel que rn “ dpλq ; si l’on pose δ “ γ ¨ |λ|´1 et Θ “ T {λ alors F przT {γq1
s’identifie a` F 1pΘ{δq.
˛ Le cas ou` r n’est pas de torsion modulo n. On a alors F przT {γq1 “ F 1.
1.13. Remarque. — Soit F un corpo¨ıde et soit r une famille d’e´le´ments de D. Le
corps F przT q1 est alors transcendant pur sur F 1 : il suffit en effet d’appliquer 1.12
en munissant F de la valuation triviale et en prenant γ “ 1 ou, de manie`re plus
raisonnable, d’en reprendre la preuve sans se pre´occuper des valuations.
1.14. Corpo¨ıdes re´siduels. — Soit F un corpo¨ıde muni d’une valuation |¨|. Le
corpo¨ıde re´siduel de F est le pD ˆ |Fˆ|q-corpo¨ıderF :“ ž
pd,γqPDˆ|Fˆ|
tx P F d, |x| ď γu{tx P F d, |x| ă γu.
Notons que rFDˆt1u est le corpo¨ıde re´siduel F ˝{F ˝˝ de l’anne´lo¨ıde local F ˝. Si x est
un e´le´ment non nul de F on notera rx son image dans rF pdpxq,|x|q.
Soit L une extension value´e de F et soit pℓiq une famille d’e´le´ments non nuls de L ;
pour tout i posons ri “ dpℓiq et γi “ |ℓi|. Les faits suivants re´sultent imme´diatement
des de´finitions :
(1) La famille prℓiq est libre sur rF si et seulement si |ř aiℓi| “ max |ai| ¨ γi pour
toute famille paiq d’e´le´ments presque tous nuls de F telle que les aiℓi soient tous
de meˆme degre´. Si c’est le cas, la famille pℓiq est alors libre sur F .
(2) La famille prℓiq est alge´briquement inde´pendante sur rF si et seulement si il existe
un F -isomorphisme de corpo¨ıdes value´s F prizTi{γiqi » L envoyant Ti sur ℓi pour
tout i.
Il re´sulte de (1) que dim rF rL ď dimF L. Mentionnons par ailleurs que dim rF rL “ ef
ou` e est l’indice de ramification de L sur F , c’est-a`-dire l’indice de |Fˆ| dans |Lˆ|,
et ou` f est son indice de ramification, c’est-a`-dire la dimension du rFDˆt1u-espace
vectoriel rLDˆt1u (voir par exemple [Ducb], 2.2.46.3 ; pre´cisons qu’ici les indices et
dimensions sont a` conside´rer comme des cardinaux).
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1.15. — Soit F un corpo¨ıde value´ et soit L une extension alge´brique de F . Soit
r “ priqiPI une famille d’e´le´ments de D, soit γ “ pγiq une famille d’e´le´ments d’un
groupe abe´lien ordonne´ contenant |Fˆ|Q, et soit T “ pTiq une famille d’inde´termine´es.
Munissons L d’un prolongement de |¨|, encore note´ |¨|. L’unique valuation sur LprzT q
qui prolonge les valuations donne´es sur L et F przT {γq est alors la valuation de Gauß
de parame`tre γ.
En effet, fixons une telle valuation sur LprzT q, et soit Λ son corpo¨ıde re´siduel.
Pour tout i notons rTi l’image de Ti dans Λpri,γiq. Comme les rTi sont alge´briquement
inde´pendants sur rF et comme rL est alge´brique sur rF , les rTi sont alge´briquement
inde´pendants sur rL, ce qui permet de conclure.
1.16. Prolongements d’une valuation a` une extension alge´brique. — Soit
F un corpo¨ıde value´ et soit L une extension alge´brique de F .
1.16.1. — Supposons que L1 “ F 1. Pour tout x P Lˆ, il existe N ą 0 tel que
dpxqN P dpFˆq ; il en re´sulte qu’il existe λ P Fˆ tel que xN{λ P L1 “ F 1 ; par
conse´quent xN P Fˆ. Il s’ensuit que |¨| posse`de un unique prolongement |¨| a` L, dont
on munit ce dernier. Soit pℓiq une famille d’e´le´ments de L
ˆ tels que les dpℓiq constituent
un syste`me de repre´sentants de dpLˆq{dpFˆq. Tout e´le´ment de Lˆ posse`de une unique
e´criture de la forme aℓi pour un certain i et un certain a P F
ˆ ; i les ℓi forment donc
une base de L sur F , et que les rℓi forment une base de rL sur rF .
1.16.2. — Supposons maintenant que dpLˆq “ dpFˆq. On a alors L “ L1 bF 1 F et
tout e´le´ment de Lˆ a une e´criture de la forme ℓx avec ℓ P L1 et x P F ; il en re´sulte
que tout prolongement a` L1 de la restriction de |¨| a` F 1 s’e´tend d’une unique manie`re
en un prolongement de |¨| a` L ; si on le note encore |¨| il est donne´ par la formule
|ℓx| “ |ℓ| ¨ |x| et l’on a rL “ ĂL1 bĂF 1 rF .
1.16.3. — Plac¸ons-nous maintenant dans le cas ge´ne´ral et posons Λ “ LdpF
ˆq. En
conside´rant le de´vissage F ãÑ Λ ãÑ L on de´duit de 1.16.1 et 1.16.2 les faits suivants :
˛ la restriction a` L1 induit une bijection entre l’ensemble des extensions de |¨| a`
L et celui des extensions a` L1 de la restriction de |¨| a` F 1 ;
˛ si l’on munit L d’un prolongement donne´ de |¨| on a
rrL : rΛs “ rL : Λs et rΛ “ ĂΛ1 bĂF 1 rΛ.
1.16.4. — Supposons maintenant que L est finie sur F . Dans ce cas L1 est finie sur
F 1, et la restriction de |¨| a` F 1 admet donc un ensemble fini t|¨|1, . . . , |¨|ru d’extensions
a` L1 ; pour tout i, il re´sulte de 1.16.3 que |¨|i s’e´tend d’une unique manie`re en un
prolongement de |¨| a` L, qu’on note encore |¨|i ; soit Li (resp. Λi) le corpo¨ıde value´
pL, |¨|iq (resp. pΛ, |¨|iq). Notons ei et fi les indices d’inertie et de ramification de L
1
i
sur F 1, et e7i et f
7
i les indices d’inertie et de ramification de Li sur F . On sait que
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ř
eifi ď rL
1 : F 1s. En vertu de 1.16.3 on aÿ
e
7
if
7
i “
ÿ
i
rĂLi : rF s
“
ÿ
i
rrLi :ĂΛis ¨ rĂΛi : rF s
“ rL : Λs
ÿ
i
rĂΛi : rF s
“ rL : Λs
ÿ
i
rĂΛ1i : ĂF 1s
“ rL : Λs
ÿ
i
eifi
ď rL : Λs ¨ rL1 : F 1s
“ rL : Λs ¨ rΛ : F s
“ rL : F s.
Ainsi,
ř
e
7
if
7
i ď rL : F s, et l’on a plus pre´cise´mentř
e
7
if
7
i
rL : F s
“
ř
eifi
rL1 : F 1s
.
Le quotient
ř
e
7
i
f
7
i
rL:F s est appele´ le de´faut de l’extension F ãÑ L. On dit que cette exten-
sion est sans de´faut si son de´faut vaut 1.
1.16.4.1. — Par ce qui pre´ce`de, F ãÑ L est sans de´faut si et seulement si F 1 ãÑ L1
est sans de´faut.
1.16.4.2. — Soit r une famille d’e´le´ments de D et soit γ une famille d’un groupe
abe´lien ordonne´ contenant |Lˆ|, parame´tre´e par le meˆme ensemble que r. Il re´sulte
de 1.15 que le de´faut de F przT {γq ãÑ LprzT q est e´gal a` celui de L sur F .
1.17. — Soit F un corpo¨ıde value´. On dit que F est stable, ou que sa valuation |¨|
est stable, si toute extension finie de F est sans de´faut. Il de´coule de 1.16.4.1 que F
est stable si et seulement si F 1 est stable.
1.17.1. — Si |¨| est la compose´e d’une valuation |¨|‹ sur F et d’une valuation |¨|‹
alors |¨| est stable si et seulement si |¨|‹ et |¨|‹ le sont : on le de´montre sans difficulte´
comme dans le cas classique, auquel on peut e´galement se ramener puisque la stabilite´
se teste en degre´ 1.
1.17.2. — On suppose que D “ t1u et que la valuation de F est de hauteur 1. Si F
est stable, son comple´te´ pF est stable d’apre`s [BGR84], 3.6.2, Prop. 3 ; pre´cisons que
la de´finition de stabilite´ dans cet ouvrage (op. cit., 3.6.1, Def. 1) n’est pas a priori la
meˆme que la noˆtre, mais les deux co¨ıncident en fait d’apre`s op. cit., 3.6.2, Prop. 5.
1.17.3. — Supposons toujours que D “ t1u (mais on ne fait plus d’hypothe`se sur
la hauteur de la valuation). Soit γ “ pγiqiPI une famille finie d’e´le´ments d’un groupe
abe´lien ordonne´ contenant |Fˆ|. Si F est stable, alors F pT {γq est stable : cela a e´te´
16 ANTOINE DUCROS
de´montre´ par Kuhlmann, voir [Kuh10] ; pour des re´sultats partiels ante´rieurs, voir
[Gru68], [Ohm89], [Tem10], [Tei14] ; pour une preuve plus re´cente fonde´e sur les
travaux de Hrushovski et Loeser, voir [Duc14].
1.17.4. — On ne suppose plus que D “ t1u ; nous allons brie`vement expliquer com-
ment e´tendre le re´sultat de 1.17.3 dans le contexte gradue´, et pour une famille γ
e´ventuellement infinie.
Soit donc r “ priqiPI une famille d’e´le´ments de D et soit γ “ pγiq une famille
d’e´le´ments d’un groupe abe´lien ordonne´ contenant |Fˆ|Q ; soit T “ pTiq une famille
d’inde´termine´es. Supposons que F est stable, et montrons que F przT {γq est stable.
Comme la stabilite´ se teste en degre´ 1, il re´sulte de 1.3 qu’on peut se ramener au cas
non gradue´. Soit L une extension finie de F pT {γq. Il existe un sous-ensemble fini J
de I et une extension finie L0 de F pTi{γiqiPJ telle que L “ L0pTiqiPIzJ . Par le cas
fini e´nonce´ au 1.17.3, L0 est une extension sans de´faut de F pTi{γiqiPJ . Il s’ensuit en
vertu de 1.16.4.2 que L “ L0pTiqiPIzJ est une extension sans de´faut du corps value´
F pT {γq “ F pTi{γiqiPJ pTi{γiqiPIzJ .
1.18. Platitude sur un anne´lo¨ıde de valuation. — Soit F un corpo¨ıde value´.
Un F ˝-module est plat si et seulement si il est sans torsion ([Duc18], preuve du
lemme 5.2.1). Par ailleurs, toute F ˝-alge`bre plate et de type fini est de pre´sentation
finie. En effet, soit A une telle alge`bre. Choisissons une famille finie r “ pr1, . . . , rnq
d’e´le´ments de D et une surjection F ˝rrzT s Ñ A. Soit I le noyau de cette surjection ;
nous allons montrer que I est de type fini. Par fide`le platitude, il suffit de prouver que
c’est le cas apre`s extension des scalaires a` L˝ ou` L est une extension value´e de F bien
choisie. Soit L le corpo¨ıde value´ F pr1zT1{1, . . . , rnzTn{1, p1zΘγ{γqγq ou` γ parcourt le
groupe |Fˆ|. Par construction, les ri appartiennent a` dpLq et |L
ˆ| est e´gal a` |pL1qˆ|.
En e´tendant les scalaires a` L˝ on se rame`ne donc au cas ou` les ri appartiennent a`
dpF q (puis par renormalisation au cas ou` ils sont tous e´gaux a` 1), et ou` |Fˆ| est e´gal
a` |pF 1qˆ|. Mais dans ce cas tout e´le´ment f de I est de la forme ag ou` a appartient a`
pF ˝qˆ et ou` g est de degre´ 1. L’ide´al I est donc engendre´ par le noyau de la surjection
pF ˝q1rT s Ñ A1, qui est de type fini par le cas classique (non gradue´) de l’assertion a`
de´montrer, cf. [Nag66] – mentionnons que ce re´sultat a e´te´ e´tendu des anneaux de
valuations aux anneaux inte`gres quelconques par Raynaud et Gruson ([RG71], cor.
3.4.7).
1.19. Lemme. — Soit Y Ñ X un morphisme plat, dominant et de pre´sentation
finie entre sche´mo¨ıdes inte`gres, et soit d la dimension de sa fibre ge´ne´rique. Les fibres
de Y Ñ X sont alors purement de dimension d.
De´monstration. — Par une extension des scalaires a` un corpo¨ıde de la forme F przT q
avec r convenable, on peut supposer Y Ñ X est induit par extension des scalaires de
F 1 a` F par un morphisme de sche´mas usuels ; il suffit maintenant d’e´tablir le re´sultat
pour ce dernier morphisme, c’est-a`-dire dans le cadre non gradue´. Mais il est alors
bien connu ; combiner par exemple la proposition 13.2.3 de [EGA IV3] et le corollaire
6.1.2 de [EGA IV2].
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1.20. De´finition. — Soit R un anne´lo¨ıde inte`gre de corpo¨ıde des fractionsK et soit
A une R-alge`bre sans R-torsion et re´duite. Le normalise´ faible de A est la fermeture
inte´grale de A dans AK . Nous dirons que la R-alge`bre A est faiblement normale si
elle est e´gale a` son normalise´ faible.
Ces notions permettent de de´finir par recollement la notion de normalise´ faible d’un
R-sche´mo¨ıde re´duit sans R-torsion, puis celle de R-sche´mo¨ıde faiblement normal.
1.21. Lemme. — Soit F un corpo¨ıde value´, soit A une F ˝-alge`bre plate et soit a
un e´le´ment de AF . Les assertions suivantes sont e´quivalentes :
(i) L’e´le´ment a est entier sur A ;
(ii) on a |apξq| ď 1 pour tout ξ P SpvpAF , Aq.
De´monstration. — Il est clair que (i)ñ(ii). Supposons maintenant que (ii) soit vraie.
Posons r “ dpaq. Soit A1,rA le sche´mo¨ıde Spec ArrzT s et soit P
1,r
A le recollement de
A1,rA et A
1,r´1
A “ Spec Arr
´1zSs le long de l’isomorphisme DpT q » DpSq, S ÞÑ T´1.
Soit Z le sous-sche´mo¨ıde ferme´ de A1,rAF :“ Spec AF rrzT s de´fini par l’ide´al pT ´ aq et
soit Z son adhe´rence sche´matique dans P1,rA , c’est-a`-dire le sous-sche´mo¨ıde ferme´ de
P1,rA dont la trace sur A
1,r
A est de´finie par le noyau de l’e´valuation en a, et dont la
trace sur A1,r
´1
A est de´finie par le noyau de Arr
´1zSs Ñ AF rr
´1zSs{paS ´ 1q.
Soit z P Z. Par construction Z est sans F ˝-torsion, et est de`s lors plat sur F ˝. Un
morphisme plat e´tant ge´ne´risant (la preuve est la meˆme mutatis mutandis que dans
le cas non gradue´), z posse`de une ge´ne´risation ζ situe´e sur Z. Le choix d’un anne´lo¨ıde
de valuation dominant O
tζu,z
(ou` tζu est muni de sa structure re´duite) fournit un
point ξ de SpvpAF , Aq ; comme |apξq| ď 1 d’apre`s l’hypothe`se (ii), le point z P P
1,r
A
n’est pas le !point a` l’infini de sa fibre" (de´fini par l’e´quation S “ 0). Par conse´quent,
la section a` l’infini de P1,rA Ñ Spec A ne rencontre pas Z. Celui-ci est donc a` la fois
!projectif" et affine sur Spec A, et partant fini (on peut pour le voir se ramener au
cas non gradue´ par le proce´de´ ge´ne´ral de´crit au 1.4). Il s’ensuit que a est entier sur
A.
1.22. Lemme. — Soit F un corpo¨ıde value´ et soit r une famille d’e´le´ments de D.
Soit X un F ˝-sche´mo¨ıde plat et soit Y le normalise´ faible de X. Le normalise´ faible
du F przT {1q˝-sche´mo¨ıde XF przT {1q˝ s’identifie a` YF przT {1q˝ .
De´monstration. — On peut supposer que les sche´mo¨ıdes X et Y sont affines ; posons
A “ OXpXq et B “ OY pY q. Traitons tout d’abord le cas ou` B “ A, c’est-a`-dire
celui ou` la F ˝-alge`bre A est faiblement normale ; il s’agit alors de prouver que la
F przT {1q˝-alge`bre AF przT {1q˝ est faiblement normale. Soit a un e´le´ment de AF przT {1q
entier sur AF przT {1q˝ ; ceci revient en vertu du lemme 1.21 a` demander que |apξq| ď 1
pour tout point ξ appartenant a` SpvpAF przT {1q, AF przT {1q˝q. Notre but est de montrer
que a P AF przT {1q˝ . E´crivons
a “
ř
aIT
Iř
λIT I
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ou` les aI appartiennent a` AF et les λI appartiennent a` F (et sont non tous nuls).
Quitte a` multiplier nume´rateur et de´nominateur par un scalaire convenable, on peut
supposer que max|λI | “ 1, c’est-a`-dire que λ :“
ř
λIT
I appartient a` F przT {1q˝ˆ.
Mais dans ce cas |λpξq| “ 1 pour tout ξ P SpvpF przT {1q, F przT {1q˝q, ce qui entraˆıne
que |λpξq| “ 1 pour tout ξ P SpvpAF przT {1q, AF przT {1q˝q ; on peut donc remplacer a par
λa et se ramener ainsi au cas ou` a est de la forme
ř
aIT
I , les aI e´tant des e´le´ments
de AF . Soit ξ P SpvpAF , Aq et soit η l’ante´ce´dent de ξ sur SpvpAF przT {1q, AF przT {1q˝q
induit par le morphisme naturel AF przT {1q Ñ κpξqprzT {1q. On a |apηq| ď 1 par hy-
pothe`se sur a. Par de´finition de η, cela signifie que |aIpξq| ď 1 pour tout I. Ceci
valant quelque soit ξ P SpvpAF , Aq, chacun des aI est entier sur A ; puisque A est
F ˝-normale, ceci entraˆıne que chacun des aI appartient a` A, puis que a P AF przT {1q˝ .
Par conse´quent, AF przT q˝ est F przT {1q
˝-normale.
Traitons maintenant le cas ge´ne´ral. Par construction, BF przT {1q˝ est un sous-
anne´lo¨ıde de BF przT {1q “ AF przT {1q qui contient AF przT {1q˝ et est entier sur celui-ci ;
par le cas particulier de´ja` traite´, la F przT {1q˝-alge`bre BF przT {1q˝ est faiblement
normale, ce qui ache`ve la de´monstration.
1.23. Lemme. — Soit F un corpo¨ıde value´ et soit A une F ˝-alge`bre fide`lement
plate. Supposons que dpA‰0q “ dpF
ˆq “ dpF ˝
ˆ
q et que ce groupe est divisible. Soit B
le F ˝1-normalise´ de A1. Le produit tensoriel B bF ˝1 F
˝ s’identifie au F ˝-normalise´
de A.
De´monstration. — En vertu de nos hypothe`ses on a A “ A1 bF ˝1 F
˝. Exactement
comme dans la preuve du lemme 1.22 ci-dessus, il suffit de traiter le cas ou` B “ A1.
Supposons donc que A1 est F ˝1-normale, et soit C une A-alge`bre entie`re et F ˝-plate
telle que AF Ñ CF soit un isomorphisme. Comme dpA‰0q est divisible on a
dpC‰0q “ dpA‰0q “ dpF
ˆq “ dpF ˝
ˆ
q
si bien que C “ C1bF ˝1 F “ C
1bA1 A. Comme C
1 est F ˝1-normale, A1 Ñ C1 est un
isomorphisme. Par conse´quent, AÑ C est un isomorphisme et A est F ˝-normale.
1.24. The´ore`me (d’apre`s Grauert-Remmert et Temkin)
Soit F un corpo¨ıde value´ et soit X un F ˝-sche´mo¨ıde plat et de type fini.
(1) Si le F ˝-sche´mo¨ıde X est a` fibres re´duites, il est est faiblement normal.
(2) Supposons F stable et de hauteur finie, |Fˆ| divisible et XF re´duit.
(2a) Si le F ˝-sche´mo¨ıde X est faiblement normal il est a` fibres re´duites.
(2b) Le normalise´ faible de X est fini sur X.
De´monstration. — Les deux assertions sont locales sur X , ce qui permet de supposer
que ce dernier est affine.
Commenc¸ons par l’assertion (1). Les lemmes 1.22 et 1.23 permettent de se ramener
au cas non gradue´, dans lequel (1) vaut d’apre`s [Tem10], Prop. 3.5.2.
Supposons maintenant F stable et de hauteur finie, |Fˆ| divisible et XF re´duit.
Nous allons montrer que le normalise´ faible Y de X est fini sur X et a` fibres re´duites
sur Spec F ˝, ce qui montrera a` la fois (2a) et (2b). L La` encore, les lemmes 1.22 et 1.23
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permettent de se ramener au cas non gradue´ ; l’assertion en vue vaut alors d’apre`s
[Tem10], e´tapes 2, 3 et 4 de la preuve du the´ore`me 3.5.5. Pre´cisons que Temkin
travaille avec un corps value´ F se´parablement clos, mais son raisonnement s’applique
en fait tout aussi bien lorsque F est stable a` groupe des valeurs divisible, en raison
des faits suivants : si F est stable et de hauteur 1, son comple´te´ pF est encore stable ;
le the´ore`me de finitude de Grauert et Remmert (ingre´dient cruciale de l’e´tape 2 de la
preuve de Temkin) vaut encore pour les corps stables a` groupe des valeurs divisibles
([BGR84], 6.4.1, Corollary 5).
1.25. Corollaire. — Soit F un corpo¨ıde value´ et soit X un F ˝-sche´mo¨ıde plat et
de type fini tel que XF soit re´duit. Si F est re´union filtrante de sous-corpo¨ıdes value´s
stables et de hauteur finie a` groupe des valeurs divisibles, le normalise´ faible Y de X
est fini sur X et a` fibres re´duites sur Spec F ˝.
1.26. Remarque. — Les hypothe`ses du corollaire 1.25 sont notamment satisfaites
lorsque F est alge´briquement clos (car tout corpo¨ıde value´ alge´briquement clos est
stable a` groupe des valeurs divisibles). L’auteur ignore (meˆme dans le cas non gradue´)
si elles le sont pour un corpo¨ıde value´ stable a` groupes des valeurs divisibles.
1.27. Corollaire (The´ore`me de la fibre re´duite, version gradue´e et value´e)
Soit F un corpo¨ıde value´ et soit X un F ˝-sche´mo¨ıde plat de type fini telle que
XF soit ge´ome´triquement re´duit. Il existe une extension value´e finie L de F telle
que le normalise´ faible Y du L˝-sche´ma XL˝ soit fini sur XL˝ et tel que les fibres
de Y Ñ Spec L˝ soient ge´ome´triquement re´duites et a` composantes irre´ductibles
ge´ome´triquement irre´ductibles. Pour toute extension value´e Λ de L, le sche´mo¨ıde YΛ˝
est le normalise´ faible du Λ˝-sche´mo¨ıde XΛ˝ .
De´monstration. — Comme X est plat, il est de pre´sentation finie et un argument de
passage a` la limite permet de supposer que la valuation de F est de hauteur finie. Soit
K une cloˆture alge´brique de F munie d’un prolongement quelconque de la valuation
de F . Le corollaire 1.25 assure que le normalise´ faible Z du K˝-sche´mo¨ıdeXK˝ est fini
sur XK˝ et que les fibres de Z Ñ Spec K
˝ sont re´duites. Il existe un sous-corpo¨ıde L
de F fini deK et un L˝-sche´mo¨ıde plat et de type fini Y , fini surXL˝ , tel que YL “ XL
et Z “ YK˝ ; les fibres de Y Ñ Spec L
˝ sont ge´ome´triquement re´duites. Il re´sulte de`s
lors de l’assertion (1) du the´ore`me 1.24 que pour toute extension value´e Λ de L, le
sche´mo¨ıde YΛ˝ est le normalise´ du Λ
˝-sche´mo¨ıdeXΛ˝ ; c’est en particulier le cas lorsque
Λ “ L. Enfin comme la valuation de F est de hauteur finie le sche´ma Spec L˝ est
ensemblistement fini ; quitte a` agrandir L, on peut donc supposer que les composantes
irre´ductibles des fibres de Y Ñ Spec L˝ sont ge´ome´triquement irre´ductibles.
1.28. Proposition. — Soit F un corpo¨ıde value´ et soit X un F ˝-sche´mo¨ıde plat,
de pre´sentation finie et a` fibres re´duites.
(1) Soient η et ξ deux points de Spec F ˝ avec ξ P tηu. Soient U1, . . . , Um les com-
posantes connexes de Uη. Les pUiqξ sont alors des ouverts ferme´s deux a` deux
disjoints de Xξ et Xξ “
š
ipUiqξ.
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(2) Supposons que la valuation de F est de hauteur finie. Il existe alors un recou-
vrement ouvert fini pXiq de X tel que pour tout ξ P Spec F
˝ la fibre Xi,ξ est ou
bien vide, ou bien une composante connexe de Xξ.
De´monstration. — Montrons tout d’abord (1). Quitte a` remplacer F ˝ par F ˝{p, ou`
p est l’ide´al premier de F ˝ correspondant a` η, on peut supposer que η est le point
ge´ne´rique de Spec F ˝. Les pUiqξ sont des ferme´s de Xξ par de´finition, et ils recouvrent
Xξ carX Ñ Spec F
˝ est plat et a fortiori ge´ne´risant. Il suffit pour conclure de prouver
que les pUiqξ sont deux a` deux disjoints. Fixons donc deux indices i et j diffe´rents.
Soit f la fonction sur Xη telle que f |Ui “ 1 et f |XF zUi “ 0. La fonction f annule
le polynoˆme T 2 ´ T appartenant a` F rT s ce qui entraˆıne, puisque X est faiblement
normal sur F ˝ en vertu du the´ore`me 1.24, que f se prolonge en une fonction f sur
X . On a alors fpxq “ 1 pour tout x P U i et fpxq “ 0 pour tout x P XzUi, et en
particulier pour tout x P Uj . En conse´quence Ui X Uj “ H.
Montrons maintenant (2). On suppose donc la valuation de F de hauteur finie.
Soit ξ P Spec F ˝ et soit x P Xξ. Pour toute ge´ne´risation η de ξ sur Spec F
˝, il existe
d’apre`s (1) une unique composante connexe Uη de Xη dont l’adhe´rence rencontre la
composante connexe de x dans Xξ (et Uη contient en fait cette composante). Notons
U la re´union des Uη ou` η parcourt l’ensemble des ge´ne´risations de ξ dans Spec F
˝.
C’est une partie constructible de X . Nous allons montrer que U est ouverte, ce qui
permettra de conclure puisque toute fibre de U Ñ Spec F ˝ est par construction une
composante connexe d’une fibre de X Ñ Spec F ˝. Pour montrer que U est ouverte,
il suffit de s’assurer qu’elle est stable par ge´ne´risation. Soit donc η une ge´ne´risation
de ξ dans Spec F ˝ et soit y P Uη ; soit z une ge´ne´risation de y sur X , dont on note
ζ l’image sur Spec F ˝. Soit Ω la composante connexe de z dans Xζ . Il re´sulte de (1)
que Ωη est une re´union de composantes connexes de Xη. Comme y est adhe´rent a` Z,
il s’ensuit que Ωη contient Uη, ce qui entraˆıne que Ωξ contient Uξ ; il vient Ω “ Uζ ,
puis z P U .
2. Extension de la the´orie de Grauert et Remmert
2.1. Conventions ge´ne´rales. — Dans cette section les valuations et normes sont
sauf mention expresse du contraire a` valeurs re´elles. Un polyrayon est une famille finie
de re´els strictement positifs.
Nous utiliserons librement la ge´ome´trie analytique au sens de Berkovich ([Ber90],
[Ber93]). En ce qui concerne les notions d’espace re´duit ou ge´ome´triquement re´duit
dans ce contexte, nous renvoyons le lecteur au chapitre 2 de [Duc18], et plus parti-
culie`rement au paragraphe 2.6.9.
2.1.1. — On fixe pour toute la suite un corps ultrame´trique complet k. Un polyrayon
est dit k-libre si c’est une famille libre du Q-espace vectoriel Rˆ`{|k
ˆ|Q. Si r est un
polyrayon k-libre nous noterons kr le corps ktT {r, rT
´1u.
2.1.2. — On fixe e´galement un sous-groupe Γ deRˆ` tel que Γ¨|k
ˆ| ‰ t1u (autrement
dit, Γ est non trivial si la valeur absolue de k est triviale). Nous allons faire quelques
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brefs rappels sur la the´orie des espaces k-analytiques Γ-stricts ; le lecteur trouvera
davantage de de´tails et des justifications de nos assertions a` la section 3.1 de [Duc18].
Une alge`bre k-affino¨ıde A est dite Γ-stricte si elle peut s’e´crire comme un quo-
tient de ktT1{r1, . . . , Tn{rnu pour une certaine famille pr1, . . . , rnq d’e´le´ments de Γ,
et il suffit pour que ce soit le cas que A puisse s’e´crire comme un quotient de de
ktT1{r1, . . . , Tn{rnu ou` les ri appartiennent a` p|k|
ˆ ¨ ΓqQ. Une alge`bre k-affino¨ıde est
Γ-stricte si et seulement si sa semi-norme spectrale prend ses valeurs dans p|k|ˆ ¨ΓqQY
t0u.
Un espace k-affino¨ıde est dit Γ-strict si son alge`bre de fonctions analytiques est
Γ-stricte. Un espace k-analytique X est dit Γ-strict s’il posse`de un G-recouvrement
par des domaines affino¨ıdes Γ-stricts et si l’intersection de deux domaines affino¨ıdes
Γ-stricts de X est re´union finie de domaines affino¨ıdes Γ-stricts (cette de´finition est
compatible avec la pre´ce´dente lorsque X est affino¨ıde). Tout point d’un bon espace
k-analytique Γ-strict posse`de une base de voisinages affino¨ıdes Γ-stricts (c’est pour
assurer cette dernie`re proprie´te´ que nous imposons la condition Γ ¨ |kˆ|).
Notons deux cas particuliers extreˆmes : si Γ “ Rˆ` tout espace k-analytique est Γ-
strict (le lecteur qui souhaite ignorer la question des parame`tres re´els de de´finition des
espaces analytiques peut donc supposer Γ “ Rˆ`) ; si Γ “ t1u (ce qui n’est possible que
si k n’est pas trivialement value´), les espaces k-analytiques Γ-stricts sont les espaces
strictement k-analytiques.
2.1.3. — Si A est un anneau muni d’une semi-norme sous-multiplicative }¨} nous
noterons rA le Γ-anne´lo¨ıde re´siduel de A, c’est-a`-direž
γPΓ
ta P A, }a} ď γu{ta P A, }a} ă γu.
Si a est un e´le´ment de A et si s est e´le´ment de Γ supe´rieur ou e´gal a` }a} nous noteronsras l’image de a dans rAs ; si }a} P Γ nous e´crirons ra au lieu de ra}a}.
En particulier, nous noterons rk le Γ-corpo¨ıde re´siduel de k, c’est-a`-direž
γPΓ
tx P k, |x| ď γu{tx P k, |x| ă γu.
Si Γ “ Rˆ` c’est le corpo¨ıde re´siduel conside´re´ par Temkin ; si Γ “ t1u c’est son corps
re´siduel au sens classique.
Si A est une alge`bre k-affino¨ıde la notation rA de´signera toujours le Γ-anne´lo¨ıde
re´siduel de A relatif a` sa semi-norme spectrale ; nous n’utiliserons cet objet que
lorsque A est Γ-stricte, car il est essentiellement inexploitable sinon. Notons que
comme la semi-norme spectral commute aux puissances, rA est re´duit. Si X de´signe
l’espace M pAq, le sche´mo¨ıde Spec rA sera note´ rX. On dispose d’une application de
spe´cialisation de X vers rX qui est anti-continue et surjective.
2.2. — Un k-espace de Banach est un k-espace vectoriel M muni d’une norme ul-
trame´tique }¨} telle que }λm} “ |λ| ¨ }m} pour tout pλ,mq P kˆM , et pour laquelle il
est complet. Une k-alge`bre de Banach est une k-alge`bre A munie d’une norme sous-
multiplicative qui en fait un k-espace de Banach (en pratique les seules k-alge`bres de
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Banach auxquelles nous aurons affaire seront des alge`bres affino¨ıdes). Un module de
Banach sur une telle A-alge`bre A est un A-module M muni d’une norme }¨} qui en
fait un k-espace de Banach et est telle que }am} ď }a} ¨}m} pour tout pa,mq P AˆM .
2.3. — Soit A une k-alge`bre de Banach.
2.3.1. — Soit r un re´elą 0. On notera Aprq le A-module de Banach dont le A-module
sous-jacent est A et dont la norme est a ÞÑ r}a}.
Si M est un A-module Banach, le produit tensoriel MbˆAAprq a pour A-module
sous-jacent le module M et pour norme l’application m ÞÑ r}m}. Nous le noterons
Mprq.
2.3.2. — Si pMiq est une famille deA-modules de Banach, la somme directe comple´te´e{ÀMi est l’ensemble des familles pmiq PśMi telles que pour tout ε ą 0, l’ensemble
des indices i tels que }mi} ě ε soit fini ; notons que la famille I peut eˆtre de car-
dinal quelconque, mais qu’un e´le´ment donne´ de {ÀMi n’a qu’un nombre (au plus)
de´nombrable de composantes non nulles. On munit cette somme directe comple´te´e de
la norme pmiq ÞÑ max }mi}, qui en fait un A-module de Banach. Si la famille pMiq
est finie, on le notera simplement
À
Mi.
2.3.3. — Soit M un A-module de Banach. Nous dirons qu’une famille finie pmiq
d’e´le´ments de M est fortement ge´ne´ratrice si les mi sont tous non nuls et si pour
tout m P M il existe une famille finie paiq d’e´le´ments de A telle que m “
ř
aimi
et }m} “ max }ai} ¨ }mi} (notons que pour avoir cette dernie`re e´galite´, il suffit que
}m} ě max }ai} ¨ }mi} car l’autre ine´galite´ est automatique).
Soit pmiq une famille finie fortement ge´ne´ratrice de M . Soit pniq une famille
d’e´le´ments de M tels que }ni ´ mi} ă }mi} pour tout i. La famille pniq est alors
fortement ge´ne´ratrice. En effet, soit m P M . Puisque pmiq est fortement ge´ne´ratrice,
il existe une famille paiq d’e´le´ments de A tels quem “
ř
aimi et }m} “ max }ai}¨}mi}.
En posant µi “ mi ´ ni pour tout i, on a m “
ř
aini `
ř
aiµi. Soit ε le maximum
des }µi} ¨ }mi}
´1 ; on a ε ă 1 et
}
ÿ
aiµi} ď max }ai} ¨ }ℓi} ď εmax }ai} ¨ }mi} “ ε}m}.
On a donc e´crit m “
ř
aini ` µ avec }µ} ď ε}m}. En re´ite´rant le processus et en
utilisant la comple´tude de A on obtient une e´criture de m sous la forme
ř
αini avec
m “ max }αi} ¨ }mi} “ max }αi} ¨ }ni}.
2.3.4. — Soit M un A-module de Banach et soit N un sous-module M . Nous dirons
que N est strictement ferme´ dans M si la distance a` N de tout e´le´ment de M est
atteinte. La terminologie est consistante : si N est strictement ferme´ il est ferme´ (un
e´le´ment de M a` distance nulle de N appartiendra en effet alors a` N) ; c’est donc un
A-module de Banach.
2.3.5. — Soit ϕ : N Ñ M une application A-line´aire borne´e entre A-modules de
Banach. Rappelons que ϕ est dite admissible si la norme quotient sur ϕpNq est
e´quivalente a` la norme induite par celle de M . Nous dirons que ϕ est fortement ad-
missible si tout e´le´mentm de ϕpNq posse`de un ante´ce´dent n par ϕ tel que }n} “ }m}.
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Cela revient a` demander que la norme quotient sur ϕpNq soit e´gale a` la norme induite
par celle de M et qu’elle soit de surcroˆıt atteinte dans chaque fibre ; cette dernie`re
condition e´quivaut au caracte`re strictement ferme´ de Kerpϕq dans N .
Soit pmiq une famille finie d’e´le´ments non nuls de M . Il re´sulte des de´finitions que
pmiq est fortement ge´ne´ratrice si et seulement si l’applicationà
i
Ap}mi}q ÑM, paiq ÞÑ
ÿ
aimi
est une surjection fortement admissible.
2.4. Proposition. — Soit r “ pr1, . . . , rnq un polyrayon, soit A l’alge`bre k-affino¨ıde
ktT {ru, soit pρjq une famille finie de re´els strictement positifs et soit M le A-moduleÀ
Apρjq. Soit N un sous-A-module de M . Le sous-module N de M est strictement
ferme´ et il posse`de une famille finie fortement ge´ne´ratrice.
De´monstration. — Soit s un polyrayon k-libre tel que |kˆs | ‰ t1u et tel que les ri
soient tous de torsion modulo |kˆs | ; soit Θ la famille d’inde´termine´es canonique de ks.
Pour tout i, on note ni l’ordre de ri modulo |k
ˆ
s |, on choisit un e´le´ment λi de ks tel
que |λi| “ r
ni
i , et l’on pose Si “ T
ni
i {λi. Notons E l’ensemble des n-uplets pe1, . . . , enq
tels que 0 ď ei ă ni pour tout i. L’anneau kstT {ru alors un kstSu-module libre de
base pT eqePE , et l’on a de plus›››››
ÿ
ePE
λeT
e
››››› “ maxe }λe} ¨ re
pour toute famille pλeq d’e´le´ments de kstSu. Il s’ensuit que Ms est isomorphe en tant
que kstSu-module a`
À
j,e kstSupr
eρjq.
Il re´sulte alors de [Gru68], III, §1, cor. de la prop. 1, que tout sous-kstSu-module de
M est strictement ferme´ dans M et posse`de une partie finie fortement ge´ne´ratrice. En
particulier, AsN est strictement ferme´ dans Ms et posse`de une partie finie fortement
ge´ne´ratrice. Indiquons quelques conse´quences de ces faits :
‚ AsN est complet, et partant e´gal au sous-module Ns de Ms constitue´ des se´ries
en Θ dont chaque coefficient appartient a` N ;
‚ N est de type fini (si p
ř
nI,jΘ
Iqj est une famille ge´ne´ratrice finie de Ns alors
pn0,jqj est une partie ge´ne´ratrice finie de N) ;
‚ N est strictement ferme´ dans M (si m P M et si
ř
nIΘ
I re´alise la distance de
m a` Ns alors n0 re´alise la distance de m a` N).
Soit px1, . . . , xℓq une partie finie fortement ge´ne´ratrice du kstSu-module Ns. Il
re´sulte imme´diatement des de´finitions que cette famille est a fortiori fortement
ge´ne´ratrice pour Ns vu comme As-module.
Pour tout i, posons σi “ }xi}. E´crivons xi “
ř
J xi,JΘ
J (ou` les xi,J appartiennent
a` N) et notons Ji l’ensemble (fini et non vide) des indices J tels que }xi,J}sJ “ σi ;
posons yi “
ř
JRJi
xi,JΘ
J .
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Soit n appartenant a` N . Il suffit de prouver qu’on peut e´crire
n “
ÿ
1ďiďℓ,JPJi
ai,Jxi,J
ou` les ai,J appartiennent a` A et ve´rifient les ine´galite´s }ai,J}s
p´Jqσi ď }n}. C’est
e´vident si n “ 0 ; supposons de´sormais n ‰ 0 (ceci entraˆıne que N ‰ t0u et donc que
ℓ ą 0). Comme px1, . . . , xℓq engendre fortement Ns on peut e´crire n “
ř
bixi ou` les bi
sont des e´le´ments de As tels que }bi}σi ď }n} pour tout i. E´crivons bi “
ř
J bi,JΘ
J ; on
a }bi,J}s
Jσi ď }n} pour tout pi, Jq. Comme n appartient a` N (et donc est constante
lorsqu’on la voit comme se´rie en la multivariable Θ) on a
n “
ÿ
i,J
bi,´Jxi,J “
ÿ
i,JPJi
bi,´Jxi,J `
ÿ
i,JRJi
bi,´Jxi,J .
Soit pi, Jq un couple d’indices. On a }bi,´J}s
´Jσi ď }n} et si de plus J R Ji alors
}bi,´J}s
J}xi,J} ď }bi,´J} ¨ }yi} ď s
J}n}σ´1i }yi},
d’ou` finalement la majoration
}bi,´J} ¨ }xi,J} ď }n}σ
´1
i }yi},
Posons ε “ maxi σ
´1
i }yi}. On a 0 ă ε ă 1 et n s’e´crit par ce qui pre´ce`deÿ
i,JPJi
bi,p´Jqxi,J ` ν
avec }bi,´J}s
´Jσi ď }n} pour tout pi, Jq et }ν} ď ε}n}. En re´ite´rant le processus et
en utilisant la comple´tude de A on obtient une e´criture de n de la forme
n “
ÿ
1ďiďm,JPJi
ci,Jxi,J
ou` les ci,J appartiennent a` A et ve´rifient les ine´galite´s }ci,J}s
´Jσi ď }n}s
J .
2.5. Proposition. — Soient r et ρ “ pρiq deux polyrayons, soit A l’alge`bre k-
affino¨ıde ktT {ru et soit P le A-module de Banach fini
À
Apρiq. Soit ϕ un morphisme
de P vers un A-module de Banach fini N . Soit L une extension comple`te de k. Les
assertions suivantes sont e´quivalentes :
(i) ϕ est une surjection fortement admissible ;
(ii) ϕL est une surjection fortement admissible.
De´monstration. — Plac¸ons-nous tout d’abord dans le cas ou` |kˆ| ‰ t1u. Supposons
que ϕ est une surjection fortement admissible. La surjection ϕ : P Ñ N contracte les
normes, et la norme de N co¨ıncide avec la norme quotient associe´e a` ϕ ; il re´sulte alors
de [Gru66], §3, The´ore`me 1 (1), que ϕL est une surjection contractant les normes et
que la norme de NL est e´gale a` la norme quotient associe´e a` ϕL ; comme KerpϕLq est
strictement ferme´ dans PL d’apre`s la proposition 2.4, ϕL est fortement admissible.
Re´ciproquement, supposons ϕL fortement admissible. L’application ϕL est alors
surjective ; comme ϕL se de´duit de ϕ par extension des scalaires alge´brique de A a`
AL, et comme AL est fide`lement plat sur A, le morphisme ϕ est surjectif, et il est
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admissible par la variante ultrame´trique du the´ore`me de l’image ouverte (qui ne vaut
que lorsque la valuation du corps de base n’est pas triviale).
Comme l’injection k ãÑ L est isome´trique, il de´coule de [Gru66], §3, Th. 1, que
la fle`che Q Ñ QL est isome´trique pour tout k-espace de Banach Q. Il s’ensuit que
ϕ diminue les normes, puisque c’est par hypothe`se le cas de ϕL. Si l’on note N
1 le
module N muni de la norme quotient, on a donc un diagramme P Ñ N 1 ãÑ N
d’applications k-line´aires diminuant les normes, la seconde e´tant un isomorphisme
borne´ de k-espaces de Banach. On en de´duit un diagramme PL Ñ N
1
L ãÑ NL dont la
seconde fle`che est un isomorphisme borne´ de L-espaces de Banach.
Par de´finition, la norme de N 1 est la norme quotient associe´e a` la surjection de P
vers N 1, laquelle contracte les normes ; le noyau de cette surjection e´tant strictement
ferme´ dans P d’apre`s la proposition 2.4, elle est fortement admissible. Il re´sulte alors
de l’implication de´ja` e´tablie que PL Ñ N
1
L est une surjection fortement admissible.
Puisque ϕL est fortement admissible par hypothe`se, N
1
L Ñ NL est isome´trique. Les
fle`ches N 1 Ñ N 1L et N Ñ NL e´tant isome´triques, N
1 Ñ N est isome´trique et ϕ est
fortement admissible.
Il reste a` traiter le cas ou` k est trivialement value´. Soit t un re´el strictement positif
et soit L1 une extension comple`te de k compose´e de L et kt ; notons que si L est
trivialement value´ on a L1 “ Lt.
Par un calcul direct, on ve´rifie que ϕ est une surjection fortement admissible si et
seulement si c’est le cas de ϕt. Il re´sulte de ce qui pre´ce`de que ϕt est une surjection
fortement admissible si et seulement si c’est le cas de ϕL1 . Enfin, ϕL1 est une surjection
fortement admissible si et seulement si c’est le cas de ϕL, d’apre`s ce qui pre´ce`de si L
n’est pas trivialement value´ et par calcul direct sinon car alors L1 “ Lt. Par conse´quent
ϕ est une surjection fortement admissible si et seulement si c’est le cas de ϕL.
2.6. De´finition. — Soit V un k-espace de Banach. Une famille pvjqjPJ d’e´le´ments
non nuls de V sera appele´e une base de Schauder orthogonale si le morphisme de
k-espaces de Banach {Ài kp}vj}q Ñ V qui envoie pλjq sur řλjvj est une isome´trie .
2.7. Remarque. — La de´finition traditionnelle d’une base de Schauer orthogonale
(cf. par exemple la de´finition 6 de [BGR84], §2.7.2) requiert que l’ensemble J d’in-
dices soit de´nombrable, mais nous nous permettons de la modifier en supprimant cette
exigence.
2.8. Remarque. — Soit V un k-espace de Banach et soit v un e´le´ment non nul de V .
Si V posse`de une base de Schauder orthogonale pviq, il re´sulte de la proposition 7 de
[BGR84], §2.7.2 (applique´e a` un sous-espace complet de V engendre´ topologiquement
par une famille de´nombrable de vj et contenant v) que V posse`de une base de Schauder
orthogonale contenant v.
2.9. — Soit L une extension comple`te de k et soit Λ une extension comple`te de L.
Si pℓiq est une base de Schauder orthogonale de L sur k et si pλjq est une base de
Schauder orthogonale de Λ sur L alors pℓiλjqi,j est une base de Schauder orthogonale
de Λ sur k.
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2.10. — Rappelons que si r est un polyrayon, nous de´signons par kpT {rq le corps
kpT q muni de la valuation de Gauß de parame`tre r. Son comple´te´ {kpT {rq, qui n’est
autre que kr si r est k-libre, s’identifie a` H pηrq ou` ηr est le point de A
1,an
k de´fini
pre´cise´ment par la norme de Gauß
ř
aiT
i ÞÑ max|ai| ¨ r
i.
Si k est stable alors {kpT {rq est stable : on peut le de´duire de la stabilite´ de kpT {rq
([Kuh10]) et de la pre´servation de la stabilite´ par comple´tion en hauteur 1 ([Gru68],
Remarque no 3 page 57) ; on pourra aussi se reporter a` la preuve de Michael Temkin
([Tem10], Th. 6.3.1).
2.11. Lemme. — Soit r un polyrayon. Le corps value´ complet {kpT {rq posse`de une
base de Schauder orthogonale sur k.
2.12. Remarque. — D’apre`s la remarque 2.8, le lemme ci-dessus entraˆınera l’exis-
tence d’une base de Schauder orthogonale de {kpT {rq sur k contenant 1 ; mais en fait
le lecteur ve´rifiera que la base de Schauder orthogonale construite dans notre preuve
contient automatiquement 1.
De´monstration du lemme 2.11. — En vertu de 2.9 on peut raisonner par re´currence
sur la longueur de r et donc supposer que celle-ci vaut 1 ; on de´signe donc a` partir de
maintenant par r un re´el strictement positif et par T une unique inde´termine´e.
Supposons que r R |kˆ|Q. Dans ce cas {kpT {rq “ kr et la famille pT iqiPZ est une
base de Schauder orthogonale de L sur k.
Supposons que r P |kˆ|Q et soit N l’ordre de r modulo |kˆ|. La famille
t1, T, . . . , TN´1q est une base de Schauder orthgonale de {kpT {rq sur {kpTN{rN q.
Il suffit donc de montrer que {kpTN{rN q posse`de une base de Schauder orthogonale
sur k ; ceci permet de se ramener au cas ou` r P |kˆ| puis, par renormalisation de
l’inde´termine´e, au cas ou` r “ 1.
Fixons un ensemble P de polynoˆmes unitaires a` coefficients dans k˝ telle que
P ÞÑ rP 1 e´tablisse une bijection entre P et l’ensemble des polynoˆmes irre´ductibles
unitaires de rk1rT s (notons que chaque polynoˆme P est alors irre´ductible, puisque
toute extension finie de k contenant une racine de P aura un indice d’inertie au
moins e´gal a` degP ) ; si la valeur absolue de k est non triviale, on suppose de plus
que P est constitue´ de polynoˆmes se´parables. Nous allons montrer que la famille
B :“ ppT iqiě0, p
Td
Pm
qPPP,0ďdădegP,mą0q est une base de Schauder orthogonale de L
sur k.
Si la valeur absolue de k est triviale, c’est e´vident : dans ce cas, une base de
Schauder orthogonale de L sur k est simplement une base de L sur k au sens usuel, et
la the´orie de la de´composition en e´le´ments simples sur le corps k permet de conclure.
Supposons maintenant la valeur absolue de k n’est pas triviale. La the´orie de la
de´composition en e´le´ments simples sur rk1 assure que B se re´duit en une base de rk1pT q
sur rk1 ; il s’ensuit qu’elle constitue une base de Schauder orthogonale du sous-espace
de Banach E de zkpT q qu’elle engendre (topologiquement) ; il suffit maintenant de
montrer que E “zkpT q. Notons η le point de Gauß de P1,ank ; on azkpT q “ H pηq.
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Supposons tout d’abord que k est alge´briquement clos. Chaque polynoˆme P est
alors de la forme T ´ aP avec aP P k
˝ ; les aP constituent un syste`me complet de
repre´sentants de k˝ modulo k˝˝. Soit f P κpηq. Il existe un voisinage affino¨ıde V de η
sur lequel f est de´finie. Quitte a` restreindre V on peut supposer qu’il est de´crit par
une conjonction d’ine´galite´s de la forme
|T | ď R et |T ´ aP1 | ě r1 et . . . et |T ´ aPs | ě rs
ou` 1 ă R et 0 ă rj ă 1 pour tout j. Montrons que f (vue comme fonction analytique
sur V ) s’e´crit comme une sommeÿ
aiT
i `
sÿ
j“1
ÿ
i
αij
pT ´ aPj q
i
ou` |ai|R
i Ñ 0 et |αij |
ir´ij Ñ 0 pour tout j ; cela assurera que f appartient a` E,
et partant que κpηq Ă E et donc que E “ H pηq par densite´ de κpηq dans H pηq.
On raisonne par re´currence sur s. Si s “ 0 alors V est le disque ferme´ de rayon
R et l’assertion requise est e´vidente. Supposons s ą 0 et l’assertion vraie pour les
entiers ă s. La restriction de f a` la couronne rs ď |T ´ aPs | ă 1 est de la formeř
iPZ αipT ´ aPsq
i ou` |αi|r
i
s tend vers 0 quand i tend vers ´8 (et ou` αir
i tend vers
0 lorsque i tend vers `8 pour tout r ă 1). Posons g “ f ´
ř
iă0 αipT ´ aPsq
i. La
fonction g est alors une fonction analytique sur V qui se prolonge par construction
au voisinage affino¨ıde de η de´fini par les ine´galite´s
|T | ď R et |T ´ aP1 | ě r1 et . . . et |T ´ aPs´1 | ě rs´1.
On conclut en appliquant l’hypothe`se de re´currence a` g.
Il reste a` traiter le cas ou` le corps k n’est plus ne´cessairement alge´briquement clos.
Soitxka le comple´te´ d’une cloˆture alge´brique de k et soit Q le quotient H pηq{E, muni
de la norme quotient. Il s’agit de montrer que Q est nul ; mais Q bk xka s’injecte
d’apre`s [Gru66], §3, Th. 1 dans Qbˆkxka ; il suffit donc de montrer que ce dernier est
nul ; comme la suite 0Ñ Ebˆkxka Ñ H pηqbˆkxka Ñ Qbˆkxka Ñ 0 est exacte en vertu de
loc. cit., il suffit finalement de ve´rifier que Ebˆkxka “ H pηqbˆkxka.
La norme de H pηq est universellement multiplicative (Berkovich, cf. [Duc09],
Lemme 1.8 et exemple 1.9) ; en particulier, la norme tensorielle de H pηqbˆkxka est
multiplicative, et co¨ıncide donc avec sa norme spectrale . Or comme le point de
Gauß ηxka de P1,anxka est invariant sous l’action de Galois, c’est l’unique ante´ce´dent de
η sur P1,anxka , et M pH pηqbˆkxkaq est donc re´duit au singleton tηxkau. Il s’ensuit que
le morphisme naturel H pηqbˆkxka Ñ H pηxkaq est un isomorphisme isome´trique ; on
identifie de´sormais H pηqbˆkxka a` H pηxka q.
Pour tout i ě 0 on a T i P Ebˆkxka. Soit maintenant P un e´le´ment de P et soient
α1, . . . , αdegP ses racines dans xka. Pour tout entier m, le sous-xka-espace vectoriel
de H pηxkaq engendre´ par les e´le´ments de la forme T d{P ℓ avec 0 ď d ă degP et
1 ď ℓ ď m est contenu (par de´composition en e´le´ments simples) dans celui engendre´
par les 1
pT´αiqℓ
pour i variant entre 1 et degP et ℓ entre 1 et m ; pour des raisons
de dimension, ces deux sous-espaces vectoriels co¨ıncident. Par conse´quent, pour tout
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entier m ą 0, tout polynoˆme P P P et toute racine α de P dans xka, l’e´le´ment
1
pT´αqm appartient a` Ebˆk
xka. Comme l’ensemble des racines dans xka des polynoˆmes
P appartenant a` P contient un syste`me de repre´sentants de pxkaq˝ modulo pxkaq˝˝ on
de´duit du cas alge´briquement clos de´ja` traite´ que Ebˆkxka “ H pηxka q.
2.13. De´finition. — Soit A une alge`bre k-affino¨ıde et soit r un polyrayon. Nous
dirons qu’un morphisme ϕ : ktT {ru Ñ A est distingue´ si tout e´le´ment a de A posse`de
un ante´ce´dent b par ϕ tel que }b} soit e´gal a` la semi-norme spectrale de a.
2.14. — Soit ϕ : ktT {ru Ñ A un morphisme. Si ϕ est distingue´ la semi-norme spec-
trale de A est une norme, ce qui e´quivaut a` dire que A est re´duite. Et si A est re´duite
alors ϕ est distingue´ si et seulement si c’est une surjection fortement admissible lorsque
A est muni de sa norme spectrale : cela re´sulte de la de´finition et du fait que ϕ diminue
les normes spectrales.
2.15. De´finition. — Soit A une alge`bre k-affino¨ıde. Nous dirons que A est dis-
tingue´e si et seulement si il existe un polyrayon r et une surjection distingue´e
u : ktT {ru Ñ A.
Nous dirons que A est Γ-distingue´e s’il existe une surjection distingue´e ktT {ru Ñ A
pour un certain polyrayon r constitue´ d’e´le´ments de Γ.
2.16. Remarque. — Lorsque la valuation de k n’est pas triviale, une alge`bre stric-
tement k-affino¨ıde est t1u-distingue´e si et seulement si elle est distingue´e au sens de
[BGR84], 6.4.3.
2.17. — Soit A une alge`bre k-affino¨ıde distingue´e dont on note }¨} la norme spectrale
(rappelons que A est re´duite d’apre`s 2.14).
2.17.1. — Il existe un morphisme distingue´ ψ : ktΘ1{ρ1, . . . ,Θm{ρmu Ñ A tel que
}ψpΘiq} “ ρi pour tout i. Partons en effet d’un morphisme distingue´ quelconque
ϕ : ktT1{r1, . . . , Tn{rnu Ñ A ; pour tout i on pose ρi “ }ϕpTiq}. Soit I l’ensemble des
indices i tels que ρi ą 0 ; on a ϕpTiq “ 0 pour tout i R I. Le morphisme ϕ : ktT {ru Ñ A
admet alors une factorisation
ktT {ru
χ
// ktΘi{ρiuiPI
ψ
// A
ou` χ envoie Ti sur Θi si i P I et sur 0 sinon, et ou` ψ envoie Θi sur ϕpTiq pour tout
i P I. Soit a P A. Il posse`de un ante´ce´dent b par ϕ tel que }b} “ }a}. On a alors
a “ ψpχpbqq et }a} ď }χpbq} ď }b} “ }a}, si bien que }χpbq} “ }a}.
2.17.2. — Donnons-nous un morphisme ψ : ktΘ1{ρ1, . . . ,Θm{ρmu Ñ A comme au
2.17.1 ci-dessus. Pour tout i, on pose fi “ ψpΘiq et on suppose donne´ un e´le´ment
gi P A tel que }fi ´ gi} ă ρi.
Soit a P A. Comme ψ est distingue´ il existe une se´rie
ř
αIΘ
I appartenant a`
ktΘ{ρu telle que a “
ř
αIf
I et max|αI |ρ
I “ }a}. En e´crivant fi “ gi`pfi´ giq et en
de´veloppant l’e´galite´ a “
ř
αIf
I on voit qu’il existe une se´rie
ř
βIΘ
I appartenant
a` ktΘ{ρu telle que a “
ř
βIg
I et telle que max|βI |ρ
I “ }a}. Par conse´quent, le
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ψ1 : ktΘ1{ρ1, . . . ,Θm{ρmu Ñ A qui envoie Θi sur gi pour tout i est lui aussi une
surjection distingue´e.
2.18. Remarque. — SoitA une alge`bre k-affino¨ıde distingue´e. Si A est Γ-distingue´e,
il existe une surjection distingue´e ktT {ru Ñ A avec r constitue´ d’e´le´ments de Γ, ce
qui implique que }A} Ă |k| ¨ Γ (et entraˆıne par ailleurs que A est Γ-stricte).
Re´ciproquement, supposons que }A} Ă |k| ¨ Γ, et choisissons une surjection dis-
tingue´e ktT {ru Ñ A. Il re´sulte de 2.17.1 que ktT {ru Ñ A se factorise par une sur-
jection distingue´e v : ktΘ1{ρ1, . . . ,Θn{ρnu Ñ A telle que }vpΘiq} “ ρi pour tout i.
Chacun des ρi appartient donc a` }A}zt0u Ă |k
ˆ|¨Γ. En renormalisant convenablement
les inde´termine´es on obtient une surjection distingue´e w : ktΘ11rho
1
1, . . . ,Θ
1
n{ρ
1
nu Ñ A
ou` chacun des ρ1i appartient a` Γ (et ou` }wpΘ
1
iq} “ ρ
1
i pour tout i). Il s’ensuit que A
est Γ-distingue´e.
2.19. Lemme. — Soit A une k-alge`bre affino¨ıde et soit L une extension comple`te de
k posse´dant une base de Schauder orthogonale sur k. On fait les hypothe`ses suivantes :
(a) l’alge`bre A est re´duite ;
(b) lorsqu’on munit A de sa norme spectrale, la norme tensorielle de AL co¨ıncide
avec sa (semi)-norme spectrale (ce qui implique que AL est re´duite).
Les assertions suivantes sont alors e´quivalentes :
(i) l’alge`bre k-affino¨ıde A est distingue´e ;
(ii) l’alge`bre L-affino¨ıde AL est distingue´e.
De´monstration. — Choisissons une base de Schauder pΘjqjPJ de L sur k, en faisant
en sorte qu’il existe 0 P J tel que Θ0 “ 1 (remarque 2.8). Supposons A distingue´e
et choisissons un morphisme distingue´ ϕ : ktT {ru Ñ A. Le morphisme ϕ est une
surjection fortement admissible et la proposition 2.4 (que l’on applique en voyant A
comme un ktT {ru-module de Banach fini via ϕ) assure que ϕL est une surjection
fortement admissible lorsque AL est munie de sa norme tensorielle, qui co¨ıncide ici
par hypothe`se avec sa norme spectrale. Par conse´quent ϕL est distingue´ et AL est
distingue´e.
Re´ciproquement, supposons AL distingue´e. On note } ¨ } les normes spectrales de
A et AL. Choisissons un morphisme distingue´ LtT1{r1, . . . , Tn{rnu Ñ AL, et notons
fi l’image de Ti pour tout i. Il re´sulte de 2.17 qu’on peut supposer que }fi} “ ri pour
tout i puis, quitte a` perturber si besoin le morphisme LtT {ru Ñ AL, que fi est pour
tout i une somme finie
ř
λi,jΘj . Pour tout pi, jq tel que λi,j ‰ 0 on pose si,j “ }λi,j} ;
les re´els si,j sont tous strictement positifs ; on a par ailleurs ri “ }fi} “ maxj si,jρj .
Soit ϕ : ktSi,j{si,jui,j Ñ A le morphisme qui envoie Si,j sur λi,j pour tout pi, jq ; on
note ϕL : LtSi,j{si,jui,j Ñ AL le morphisme de´duit de ϕ par extension des scalaires.
Soit a appartenant a` A. Par hypothe`se, il existe un e´le´ment
ř
aIT
I de LtT {ru tel
que a “
ř
aIf
I et max |aI |r
I “ }a}. Comme›››››
ÿ
j
Si,jΘj
››››› “ maxJ si,jρj “ ri
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pour tout i, on peut e´valuer la se´rie
ř
aIT
I en p
ř
j Si,jΘjq1ďiďn. On obtient un
e´le´ment b P LtSi,j{si,jui,j , de norme majore´e par }
ř
aIf
I} “ }a}, et qui ve´rifie par
construction l’e´galite´ ϕLpbq “ a. Puisque a P A on a e´galement ϕpb0q “ a ou` b0 de´signe
le coefficient Θ0 “ 1 dans la de´composition de b sur la !base" pΘjq. Par ailleurs la
de´finition de la norme de LtSi,j{si,jui,j entraˆıne que }b0} ď }b} ď }a}. Comme ϕ
contracte les normes spectrales il vient }b0} “ }a}.
2.20. Lemme. — Soit A une alge`bre k-affino¨ıde re´duite, munie de sa norme spec-
trale }¨}. Soit r “ pr1, . . . , rnq un polyrayon, soit }¨} la norme tensorielle de A {kpT {rq
et soit }¨}8 sa semi-norme spectrale. On a l’e´galite´ }¨}8 “ }¨}, et de plus }A{kpT {rq}
est e´gal a` }A} ¨ rZ1 ¨ . . . ¨ r
Z
n .
2.21. Remarque. — On sait que }¨}8 est une norme car A est re´duite et car {kpT {rq
est analytiquement se´parable, cf. [Duc09], exemple 1.9 et the´ore`me 3.1 ; mais nous
n’allons pas utiiser ce fait dans la preuve du lemme, qui le rede´montrera donc au
passage.
Preuve du lemme 2.20. — Soit P un e´le´ment de A {kpT {rq de la forme
ř
aIT
I ou` I
parcourt un ensemble fini. On a }P } ď maxI}aI}¨r
I . Soit π : M pA {kpT {rqq l’application
continue naturelle. On a les e´galite´s
}P }8 “ sup
yPM pA {kpT {rqq
|P pyq|
“ sup
xPM pAq
sup
yPπ´1pxq
|P pyq|
“ sup
xPM pAq
max
I
|aIpxq|r
I
“ max
I
}aI}r
I .
Comme on a par ailleurs }P }8 ď }P }, il vient }P }8 “ }P } “ maxI}aI}r
I .
On conclut en remarquant que }¨} et }¨}8 sont des normes de {kpT {rq-espaces vec-
toriels et que les e´le´ments P comme ci-dessus engendrent un sous-{kpT {rq -espace
vectoriel dense de A {kpT {rq.
2.22. Proposition. — Soit r “ pr1, . . . , rnq un polyrayon constitue´ d’e´le´ments de Γ
et soit I un ide´al de ktT {ru. Soit pa1, . . . , amq une famille fortement ge´ne´ratrice de I
telle que }ai} P Γ pour tout i. Soit A l’alge`bre quotient ktT {ru{I et soit }¨}q sa norme
quotient.
(1) La norme quotient }¨}q est sous-multiplicative et a` valeurs dans |k| ¨Γ. On noterAq l’anne´lo¨ıde re´siduel de pA, }¨}qq.
(2) La surjection ktT {ru Ñ A induit un isomorphisme rkrrzT s{p ra1, . . . , Ăamq » rAq.
(3) Les assertions suivantes sont e´quivalentes :
(i) La surjection ktT {ru Ñ A est distingue´e.
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(ii) La surjection ktT {ru Ñ A induit un isomorphisme de rk-alge`bres
rkrrzT s{p ra1, . . . ,Ăanq » rA.
(iii) La rk-alge`bre rkrrzT s{p ra1, . . . ,Ăanq est re´duite.
De´monstration. — La norme de ktT {ru est multiplicative, ce qui entraˆıne que }¨}q est
sous-multiplicative. Par ailleurs, l’ide´al I est strictement ferme´ dans ktT {ru d’apre`s la
proposition 2.4, ce qui implique que ktT {ru Ñ A est fortement admissible lorsqu’on
voit A comme munie de }¨}q. La norme de ktT {ru e´tant a` valeurs dans |k| ¨ Γ, il en
re´sulte que }A}q Ă |k| ¨ Γ.
2.22.1. — Montrons que le morphisme rkrrzT sp ra1, . . . , Ăamq Ñ rAq est bijectif. Pour
tout a P A et tout e´le´ment R de Γ supe´rieur ou e´gal a` }a}q on note raRq l’image de a
dans rARq , et l’on omettra le R en exposant si R “ }a}q.
Commenc¸ons par la surjectivite´. Soit α P rAq ; montrons qu’il posse`de un ante´ce´dent
dans rkrrzT s. C’est clair si α “ 0. Supposons que α ‰ 0 et choisissons a P A tel que
}a}q P Γ et tel que α “ raq. Puisque ktT {ru Ñ A est fortement admissible relativement
a` }¨}q, il existe un ante´ce´dent b de a dans ktT {ru tel que }b} “ }a}q. L’e´le´ment α “ raq
de rAq est alors e´gal a` l’image de rb.
Soit maintenant β un e´le´ment de rkrrzT s. Nous allons montrer que l’image de β
dans rAq est nulle si et seulement si β P p ra1, . . . ,Ăanq. On peut supposer β non nul ; il
est alors e´gal a` rb pour un certain e´le´ment b de ktT {ru tel que R :“ }b} appartienne a`
Γ ; notons a l’image de b dans A. L’image de β dans rAq est e´gale a` raRq .
Supposons que β appartienne a` p ra1, . . . ,Ăanq. Il existe alors λ1, . . . λn P ktT {ru tels
que }λi} ¨ }αi} ď R pour tout i et tels que }b ´
ř
λiai} ă R. Comme b ´
ř
λiαi a
e´galement pour image a dans A, il vient }a}q ă R puis raRq “ 0.
Inversement, supposons que raRq “ 0. Cela signifie que }a}q ă R. Par conse´quent, a
posse`de un ante´ce´dent c dans ktT {ru tel que }c} ă R. Puisque b et c ont meˆme image
dans A, la diffe´rence b ´ c appartient a` I. Comme les αi engendrent fortement I, il
existe une famille pλiq d’e´le´ments de ktT {ru tels que }λi} ¨ }αi} ď }b ´ c} “ R pour
tout i et telle que b ´ c “
ř
λiai. Mais on a alors β “ rb “ řiPI rλi rai ou` I de´signe
l’ensemble des indices i tels que }λ}i ¨ }ai} “ }b}.
2.22.2. — Montrons maintenant (3) par implications circulaires. Si ktT {ru Ñ A est
distingue´e, la norme }¨}q co¨ıncide avec la norme spectrale de A, et (ii) se de´duit alors
de (2). Si (ii) est vraie alors (iii) est vraie car rA est re´duite. Enfin si (iii) est vraie alors
on de´duit de (2) que }¨}q commute aux puissances, ce qui implique qu’elle co¨ıncide
avec la semi-norme spectrale de A, c’est-a`-dire que ktT {ru Ñ A est distingue´.
2.23. The´ore`me. — Supposons que le corps k est stable et soit A une alge`bre k-
affino¨ıde. L’alge`bre A est distingue´e si et seulement si elle est re´duite.
De´monstration. — Comme Γ ne joue pas de roˆle dans l’e´nonce´, on peut le supposer
e´gal a`Rą0 (il va intervenir ci-dessous implicitement a` travers les anne´lo¨ıdes re´siduels).
On sait que si A est distingue´e, elle est re´duite. Re´ciproquement, supposons A re´duite
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et munissons-la de sa norme spectrale }¨}. La re´duction rA est de type fini sur rk ; par
conse´quent, dp rA‰0q est un mono¨ıde de type fini sur dprkˆq, ce qui veut dire que le
mono¨ıde des valeurs non nulles de la norme spectrale de A est de type fini sur |kˆ|.
Il existe donc un polyrayon r “ pr1, . . . , rnq tel que {kpT {rq ne soit pas trivialement
value´ et tel que }A} Ă |k| ¨ rZ1 ¨ . . . ¨ r
Z
n .
Les lemmes 2.11 et 2.20 assurent qu’on peut appliquer le lemme 2.19 a` l’extension{kpT {rq de k, ce qui signifie qu’on peut s’assurer du caracte`re distingue´ de A apre`s
passage au corps {kpT {rq (notons que l’alge`bre A {kpT {rq est encore re´duite d’apre`s le
lemme 2.20, voir aussi la remarque 2.21). Par ailleurs, le corps value´ {kpT {rq est stable
(2.10), et }A {kpT {rq} “ }A} ¨ rZ1 ¨ . . . ¨ rZn par le lemme 2.20. Par conse´quent on peut
supposer, quitte a` e´tendre les scalaires a` {kpT {rq, que la valeur absolue de k n’est
pas triviale et que }A} Ă |k| (avec e´galite´ si A ‰ t0u), ce qui implique que A est
strictement k-affino¨ıde.
Re´capitulons : A est une alge`bre strictement k-affino¨ıde re´duite sur le corps k qui
est non trivialement value´ et stable, et }A} Ă |k|. En vertu de [BGR84], 6.4.3, Th.
1, ceci entraˆıne que A est distingue´e (et meˆme t1u-distingue´e).
Le lemme suivant est un cas particulier facile de re´sultats tre`s ge´ne´raux de descente
e´tablis par Conrad et Temkin dans leur pre´publication [CT]. Nous en donnons une
preuve directe pour la commodite´ du lecteur.
2.24. Lemme. — Soit u : A Ñ B un morphisme d’alge`bres k-affino¨ıdes, et soit ka
une cloˆture alge´brique de k. Si uxka : Axka Ñ Bxka est une surjection admissible alors u
est une surjection admissible.
De´monstration. — Comme Γ n’apparaˆıt pas dans l’e´nonce´, on peut le supposer e´gal
a` Rą0. Posons C “ Axka et D “xka. L’anne´lo¨ıde rC est fini sur rAbrkĂka et rAÑ rC est
injective, car AÑ Axka pre´serve les semi-normes spectrales puisque M pAxka q Ñ M pAq
est surjectif. Le morphisme rAÑ rC est en conse´quence une injection entie`re. De meˆme,rB Ñ rD est une injection entie`re. Par ailleurs, notre hypothe`se sur uxka implique querD est finie sur rC, et a fortiori entie`re sur rA. Par conse´quent, la sous- rA-alge`bre rB derD est entie`re sur rA. Cela signifie que M pBq Ñ M pAq est sans bord ; comme il s’agit
d’un morphisme entre espaces affino¨ıdes, il est fini. De`s lors B est un A-module de
Banach fini, etD “ BbAC. Or C est une A-alge`bre fide`lement plate ; par conse´quent,
la surjectivite´ de uxka entraˆıne celle de u.
2.25. Lemme. — Soit A une alge`bre k-affino¨ıde Γ-stricte ge´ome´triquement re´duite,
soit r un polyrayon constitue´ d’e´le´ments de Γ et soit u : ktT {ru Ñ A un morphisme
surjectif. Soit pa1, . . . , anq une famille fortement ge´ne´ratrice de Kerpuq. Les assertions
suivantes sont e´quivalentes :
(i) la rk-alge`bre rkrrzT s{p ra1, . . . ,Ăanq est ge´ome´triquement re´duite ;
(ii) pour toute extension comple`te L de k, le morphisme uL est distingue´ ;
(iii) le morphisme u est distingue´ et il existe une extension comple`te alge´briquement
close L de k telle que uL soit distingue´ ;
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(iv) le morphisme u est distingue´ et rA est ge´ome´triquement re´duite.
2.26. Remarque. — Comme tout ide´al de ktT {ru admet une famille fortement
ge´ne´ratrice (proposition 2.4), les assertions (ii), (iii) et (iv) du lemme ci-dessus sont
e´quivalentes pour tout morphisme surjectif u : ktT {ru Ñ A.
De´monstration. — Notons pour commencer que la proposition 2.5 assure que
pa1, . . . , anq est une famille fortement ge´ne´ratrice de KerpuLq pour toute extension
comple`te L de k.
L’implication (i)ñ(ii) de´coule de la proposition 2.22, et (ii)ñ(iii) est e´vidente. Sup-
posons que (iii) soit vraie. Comme u et uL sont distingue´s, la proposition 2.22 entraˆıne
que les applications naturelles rkrrzT s{p ra1, . . . ,Ăanq Ñ rA et rLrrzT s{p ra1, . . . ,Ăanq Ñ ĂAL
sont des isomorphismes. Par conse´quent le morphisme naturel rA brk rL Ñ ĂAL est un
isomorphisme ; comme le but de cet isomorphisme est re´duit, sa source l’est aussi etrA est donc ge´ome´triquement re´duite.
Enfin supposons que (iv) soit vraie. Comme u est distingue´, la proposition 2.22
assure que rkrrzT s{p ra1, . . . ,Ăanq Ñ rA est un isomorphisme. Si L est une extension
comple`te de k le quotient rLrrzT s{p ra1, . . . ,Ăanq est donc isomorphe a` rAbrk rL et est par
conse´quent re´duit d’apre`s nos hypothe`ses, d’ou` (i).
2.27. De´finition. — Soit A une alge`bre k-affino¨ıde. Si r est un polyrayon, un mor-
phisme surjectif u : ktT {ru Ñ A est dit universellement distingue´ si uL est distingue´
pour toute extension comple`te L de k.
L’alge`breA est dite universellement distingue´e (resp. universellement Γ-distingue´e)
s’il existe un polyrayon r (resp. un polyrayon r constitue´ d’e´le´ments de Γ) et une
surjection universellement distingue´e u : ktT {ru Ñ A. Si c’est le cas on peut toujours
faire en sorte que }upTiq} “ ri pour tout i, par le meˆme proce´de´ que celui de´crit au
2.17 (resp. 2.18).
2.28. The´ore`me. — Soit A une alge`bre k-affino¨ıde Γ-stricte et ge´ome´triquement
re´duite. Il existe une extension finie L de k, qu’on peut prendre se´parable si |kˆ| ‰ t1u
telle que AL soit universellement Γ
Q-distingue´e.
De´monstration. — Quitte a` remplacer Γ par ΓQ (ce qui ne change pas la notion
d’alge`bre Γ-stricte) on peut supposer que Γ est divisible. Pour toute extension
comple`te F de k, l’alge`bre AF est re´duite et on la conside´rera toujours comme munie
de sa norme spectrale qu’on notera } ¨ } (cete notation n’est pas ambigue¨ car comme
M pAF q Ñ M pAq est surjective, A ãÑ AF pre´serve les normes spectrales). Soit ka
une cloˆture alge´brique de k. Le corps xka est stable, et l’alge`bre Axka est re´duite. Le
the´ore`me 2.23 assure alors que que Axka est distingue´e. Il existe donc un polyrayon
r “ pr1, . . . , rnq et une surjection distingue´e v : xkatT {ru Ñ Axka . Puisque A est
Γ-stricte et Γ divisible, on a }Axka} Ă |xka| ¨ Γ ; en vertu de la remarque 2.18 on peut
donc supposer que chacun des ri appartient a` Γ. Il re´sulte par ailleurs de 2.17 que
quitte a` perturber un peu v, on peut supposer qu’il existe une extension finie L de
k, et meˆme finie se´parable si |kˆ| ‰ t1u, telle que vpTiq P AL pour tout i. Soit J
le noyau de v. La proposition 2.4 assure que J posse`de une famille finie fortement
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ge´ne´ratrice pa1, . . . , amq, et il de´coule de 2.3.3 qu’on peut supposer, quitte a` agrandir
L et a` perturber un peu les ai, que les ai appartiennent a` LtT {ru.
Notons u le morphisme LtT {ru Ñ AL qui envoie Ti sur vpTiq pour tout i, et I
l’ide´al pa1, . . . , amq de LtT {ru. On a par construction v “ uxka et J “ Ixka . Comme v
est une surjection admissible, le lemme 2.24 assure que u est une surjection admissible.
Puisque v “ uxka on a Kerpvq “ Kerpuqxka , et on a d’autre part Kerpvq “ J “ Ixka . Par
fide`le platitude de Axka sur AL, il vient Kerpuq “ I. Comme pa1, . . . , amq engendre
fortement J , il re´sulte de la proposition 2.5 (et de la fin de 2.3.5) que pa1, . . . , amq
engendre fortement I. Le morphisme v e´tant distingue´, la proposition 2.22 entraˆıne
que ĂkarT {rs{p ra1, . . . , rarq est re´duite. Il re´sulte alors du lemme 2.25 que u est univer-
sellement distingue´. En conse´quence, AL est universellement distingue´e.
2.29. Remarque. — On ne peut pas espe´rer que l’e´nonce´ du the´ore`me ci-dessus
vaille en ge´ne´ral avec Γ a` la place de ΓQ. En effet supposons qu’il existe un e´le´ment
r appartenant a` ΓQzpΓ ¨ |kˆ|Qq. Pour toute extension finie L de k on a alors
|Lˆr | “ |L
ˆ| ¨ rZ Ć |Lˆ| ¨ Γ,
si bien que Lr n’est jamais Γ-distingue´e. En revanche, la pre´sentation canonique
ktT {r, rSu{pST ´ 1q » kr est universellement Γ
1{N -distingue´e, ou` N est l’ordre de r
modulo Γ.
2.30. Proposition. — Soit A une alge`bre k-affino¨ıde Γ-stricte ge´ome´triquement
re´duite, soit r un polyrayon constitue´ d’e´le´ments de Γ et soit u : ktT {ru Ñ A une
surjection admissible. On note } ¨ } la norme spectrale de A et I le noyau de u. Soit
pa1, . . . , amq une famille ge´ne´ratrice de I constitue´e d’e´le´ments non nuls et telle que
pour toute extension comple`te L de k, les proprie´te´s suivantes soient satisfaites :
(a) rLrrzT s{p ra1, . . . Ăamq est re´duite ;
(b) la fle`che naturelle rLrrzT s{p ra1, . . . Ăamq ÑĆpALq est injective.
La famille paiq engendre alors fortement I, et u est universellement distingue´.
2.31. Remarque. — Supposons que l’hypothe`se (a) est satisfaite pour toute
extension comple`te L de k, c’est-a`-dire que la rk-alge`bre rkrrzT s{p ra1, . . .Ăamq est
ge´ome´triquement re´duite. Soit L une extension comple`te de k. Le morphisme
naturel de rLrrzT s{p ra1, . . .Ăamq vers ĆpALq est alors entier, et il induit donc un mor-
phisme ferme´ de Spec ĆpALq vers Spec rLrrzT s{p ra1, . . . Ăamq. Il en re´sulte, l’anne´lo¨ıderLrrzT s{p ra1, . . .Ăamq e´tant re´duit, que rLrrzT s{p ra1, . . . Ăamq s’injecte dans ĆpALq si et
seulement si SpecĆpALq se surjecte sur Spec rLrrzT s{p ra1, . . .Ăamq.
Pour que cette dernie`re condition soit satisfaite il suffit que rkrrzT s{p ra1, . . .Ăamq
posse`de les deux proprie´te´s suivantes, en notant P l’ensemble de ses ide´aux premiers
minimaux :
pαq la rk-alge`bre rkrrzT s{p ra1, . . .Ăamq{p est ge´ome´triquement inte`gre pour tout p P P ;
pβq pour tout p P P, il existe un e´le´ment f non nul de ktT {ru tel que rf P ŞqPP,q‰p q
et }upfq} “ }f}.
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De´monstration de la proposition 2.30. — Il suffit de montrer que la famille paiq en-
gendre fortement I. Il de´coulera alors de la proposition 2.5, de l’hypothe`se (a) et de la
proposition 2.22 que uL est distingue´ pour toute extension comple`te L de k, et donc
que u est universellement distingue´.
Par ailleurs pour montrer que la famille paiq engendre fortement I, il suffit de le
faire apre`s une extension quelconque des scalaires (prop. 2.5). Comme nos hypothe`ses
sont elles-meˆmes invariantes par une telle extension, on peut supposer que k est
alge´briquement clos, et que Γ Ă |kˆ| ‰ t1u (l’alge`bre A est alors strictement k-
affino¨ıde). Cette dernie`re hypothe`se permet de se ramener aussitoˆt par renormalisation
des inde´termine´es au cas ou` r “ 1. Comme on peut multiplier chacun des ai par
un scalaire sans changer le caracte`re fortement ge´ne´rateur e´ventuel de paiq ni nos
hypothe`ses sur l’alge`bre rkrrzT s{p ra1, . . . Ăamq, on peut supposer que }ai} “ 1 pour tout
i.
Soit J le noyau de k˝tT u Ñ A. Pour que la famille pa1, . . . , amq engendre fortement
I, il faut et il suffit qu’elle engendre J sur k˝tT u. La condition e´nonce´e est en effet clai-
rement ne´cessaire par de´finition d’une famille fortement ge´ne´ratrice. Re´ciproquement,
supposons que pa1, . . . , amq engendre J sur k
˝tT u et soit a P ktT u ; montrons qu’on
peut e´crire a sous la forme
ř
αiai avec }αi} ď }a} pour tout i. C’est e´vident si a “ 0 ;
sinon }a} P |kˆ|, si bien que quitte a` diviser a par un scalaire convenable, on peut
supposer que }a} “ 1 ; mais l’assertion requise de´coule alors directement du fait que
pa1, . . . , amq engendre J sur k
˝tT u.
Il suffit donc pour conclure de de´montrer que pa1, . . . , amq engendre J sur k
˝tT u.
Comme A˝ est plat sur k˝, l’ide´al J de k˝tT u est de type fini, cf. [BL93a], Prop.
1.1 (c). Soit b un e´le´ment non nul de J et soit µ un e´le´ment de k˝ tel que }b} “ |µ|.
L’image de b{µ dans A est nulle, et l’image de b{µ dans rk1rT s{p ra1, . . .Ăamq est donc
e´galement nulle par injectivite´ du morphisme rkrT s{p ra1, . . .Ăamq Ñ rA. Il existe donc
λ1, . . . , λm, ν dans k
˝tT u et ε dans k˝˝ tels que b{µ “
ř
i λiai` εν. Comme upaiq “ 0
pour tout i, il vient εupνq “ 0 et donc ε “ 0 ou upνq “ 0, c’est-a`-dire ν P J ; dans
les deux cas on a b P I ` k˝˝J . Le k˝tT u-module de type fini J{I satisfait donc
l’e´galite´ J{I “ k˝˝J{I. Le lemme de Nakayama assure alors l’existence d’un e´le´ment
ω P k˝˝tT u tel que p1` ωqpJ{Iq “ 0. Puisque 1` ω est inversible dans k˝tT u il vient
J “ I.
3. Le the´ore`me principal
3.1. — Nous suivons toujours les conventions ge´ne´rales de´crite aux paragraphes 2.1
et sq.
3.1.1. — Nous ferons un grand usage dans ce qui va suivre de la the´orie de la
re´duction des germes d’espaces analytiques introduite par Temkin dans [Tem04],
et plus pre´cise´ment de sa de´clinaison Γ-stricte de´veloppe´e au chapitre 3 de [Duc18]
(dans lequel nous de´crivons en de´tail la the´orie).
Rappelons simplement ici quelques notations utiles. Si F ãÑ L est une extension de
corpo¨ıdes Γ-gradue´s, on notePL{F l’ensemble des (classes d’e´quivalence de) valuations
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sur L qui sont triviales sur F . Pour toute partie E de L, on note PL{F tEu le sous-
ensemble de PL{F forme´ des valuations dont l’anne´lo¨ıde contient E. Les PL{F tEu
pour E fini engendrent une topologie dont on munit PL{F ; ce dernier est alors quasi-
compact.
Si pX,xq est un germe d’espace k-analytique Γ-strict, nous noteronsČpX,xq la !par-
tie Γ-stricte" de sa re´duction a` la Temkin, qui est note´eČpX,xqΓ dans [Duc18] (voir les
paragraphes 3.5.3 et 3.5.9 de op. cit. pour sa de´finition et ses principales proprie´te´s).
C’est un ouvert quasi-compact et non vide de PČH pyq{rk.
3.1.2. — Nous utiliserons e´galement la notion de platitude en ge´ome´trie analytique
telle qu’elle est introduite et e´tudie´e dans [Duc18] (voir notamment le chapitre 4 de
op. cit.).
Nous nous servirons a` plusieurs reprises du re´sultat suivant : si p : Y Ñ X est un
morphisme plat entre espaces k-analytiques compacts et Γ-stricts alors ppY q est un
domaine analytique (compact) et Γ-strict de X . Lorsque Γ “ t1u c’est un re´sultat
de Raynaud (cf. [BL93b], Cor. 5.11). On trouvera dans [Duc18] une de´monstration
du cas ge´ne´ral par re´duction au cas ou` Γ “ t1u, ainsi qu’une nouvelle preuve de ce
dernier sans mode`les formels (ils sont remplace´s par la re´duction des germes d’espaces
analytiques) ; cf. op. cit., the´ore`mes 9.1.3 et 9.2.1.
3.2. De´finition. — Soit A Ñ B un morphisme entre alge`bres k-affino¨ıdes Γ-
strictes ; posonsX “ M pAq et Y “ M pBq. Une pre´sentationB » AtT {ru{pa1, . . . , amq
de B sur A (ou de Y sur X) est dite Γ-sympathique si elle posse`de les proprie´te´s
suivantes, en notant D le polydisque relatif M pAtT {ruq :
(1) le polyrayon r est constitue´ d’e´le´ments de Γ ;
(2) pour tout i compris entre 1 et n la semi-norme spectrale ρi de ai appartient a`
de Γ, et pour tout x P X la norme spectrale de ai|Dx est encore e´gale a` ρi ;
(3) pour tout point x de M pAq, la famille pa1|Dx , . . . , an|Dxq est une famille forte-
ment ge´ne´ratrice de l’ide´al qu’elle engendre dans H pxqtT {ru ;
(4) le morphisme naturel p : Spec rArrzT s{p ra1, . . . , Ăamq Ñ rX est plat et a` fibres
ge´ome´triquement re´duites ;
(5) les composantes irre´ductibles des fibres de p sont ge´ome´triquement irre´ductibles ;
(6) il existe un recouvrement ouvert fini pΩiq de Spec rArrzT s{p ra1, . . . , Ăamq tel que
pour tout i et tout ξ P rX l’intersection p´1pξq X Ωi soit ou bien vide, ou bien
une composante connexe de p´1pξq.
3.3. — Soient A et B comme ci-dessus, soit B » AtT {ru{pa1, . . . , amq une
pre´sentation Γ-sympathique de B et soit D le polydisque relatif M pAtT {ruq.
3.3.1. — Soit L une extension comple`te de k et soit x un L-point de M pAq. Il de´coule
de´coule alors des conditions (1) a` (4) de la de´finition d’une pre´sentation sympathique,
de la proposition 2.5, de la proposition 2.22 et du lemme 2.25 que pa1|Dx , . . . , am|Dxq
est une famille fortement ge´ne´ratrice de l’ide´al de LtT {ru qu’elle engendre, que la
surjection LtT {ru Ñ LtT {ru{pa1|Dx . . . , am|Dxq est universellement distingue´e, et
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que ĂYx Ñ Spec rLrrzT s{pČa1|Dx , . . . ,Čam|Dxq est un isomorphisme. Une pre´sentation
Γ-sympathique d’un morphisme entre espaces k-affino¨ıdes Γ-stricts fournit ainsi entre
autres une description uniforme et universelle des re´ductions (gradue´es) de ses fibres.
3.3.2. — Soit C une alge`bre affino¨ıde Γ-stricte sur une extension comple`te de k et
soit A Ñ C un morphisme. L’isomorphisme BC » CtT {Ru{pa1, . . . , amq est alors
une pre´sentation Γ-sympathique de BC sur C. C’est en effet une conse´quence de la
stabilite´ des proprie´te´s (1) a` (6) de la de´finition par extension des scalaires, stabilite´
qui se voit comme suit : elle est e´vidente en ce qui concerne (1), (2), (3), et (5) ; en ce
qui concerne (5), elle re´sulte de la proposition 2.5 ; et en ce qui concerne (6), elle est
imme´diate une fois remarque´ qu’en vertu de (5), les composantes connexes des fibres
de p sont ge´ome´triquement connexes.
3.3.3. — Si Γ “ t1u et si A est distingue´e (ce qui est par exemple le cas de`s que
k est alge´briquement clos et que A est re´duite), on peut de´duire de la pre´sentation
t1u-sympathique de B sur A que nous nous sommes donne´e un mode`le formel plat et
fibres re´duites de M pBq Ñ M pAq, comme en atteste la proposition suivante.
3.4. Proposition. — Supposons que Γ “ t1u (ce qui entraˆıne que k n’est pas tri-
vialement value´). Soit AÑ B un morphisme entre alge`bres strictement k-affino¨ıdes,
et soit B » AtT u{pa1, . . . , amq une pre´sentation t1u-sympathique de B sur A. Si A
est t1u-distingue´e il existe b1, . . . , bℓ appartenant a` A
˝tT u tels que le morphisme
q : Spf pA˝tT u{pa1, . . . , am, b1, . . . , bℓqq Ñ Spf A
˝
posse`de les proprie´te´s suivantes :
(a) la fibre ge´ne´rique de q s’identifie M pBq Ñ M pAq ;
(b) q est plat ;
(c) les fibres de q sont ge´ome´triquement re´duites ;
(d) les composantes irre´ductibles des fibres de q sont ge´ome´triquement irre´ductibles ;
(e) il existe un recouvrement ouvert fini pΩiq de Spf pA
˝tT u{pa1, . . . , am, b1, . . . , bℓqq
tel que pour tout indice i, chaque fibre de q|Ωi soit une composante connexe de
la fibre correspondante de q.
De´monstration. — Mentionnons tout d’abord que comme Γ “ t1u, les re´ductions
gradue´es sont ici les re´ductions usuelles ; les applications ordinaires de re´duction sont
celles que nous notons a ÞÑ ra1 ; remarquons que l’on a rai1 “ rai pour tout i puisque
ai est de norme spectrale 1. On note D le polydisque unite´ relatif M pAtT uq.
La proposition 1.1 de [BL93a] assure qu’il existe une famille finie pb1, . . . , bℓq
d’e´le´ments de A˝tT u telle que le quotient de A˝tT u{pa1, . . . , amq par son ide´al de k
˝-
torsion soit isomorphe au quotient A˝tT u{pa1, . . . , am, b1, . . . , bℓq. Nous allons montrer
que cette famille pb1, . . . , bℓq convient.
3.4.1. — Par construction, l’image de chacun des bi dans AtT u{pa1, . . . , amq est nulle
(car de k˝-torsion). Par conse´quent, AtT u{pa1, . . . , am, b1, . . . , bℓq s’identifie a` B, d’ou`
(a).
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3.4.2. — Posons B “ A˝tT u{pa1, . . . , am, b1, . . . , bℓq. On a
BbA rA “ rArT s{p ra1, . . . , Ăam, rb11, . . . , rbℓ1q.
Soit ξ P Spec rA et soit x un point de M pAq se spe´cialisant en ξ. On a
BpbA˝Spf H pxq˝ “ H pxq˝tT u{pa1|Dx , . . . , am|Dx , b1|Dx . . . , bℓ|Dxq.
Comme les pai|Dxq forment une famille fortement ge´ne´ratrice de l’ide´al qu’ils en-
gendrent dansH pxqtT u, c’est une famille ge´ne´ratrice de l’intersection de cet ide´al avec
H pxq˝tT u. Par conse´quent, les bi|Dx appartiennent a` l’ide´al de H pxq
˝tT u engendre´
par les ai|Dx , si bien que l’image de
Ćbi|Dx1 dans ČH pxqrT s{pČa1|Dx , . . . ,Čam|Dxq est
nulle pour tout i. On en de´duit que pour tout i, l’image de rbi1 dans rArT s{p ra1, . . . ,Ăamq
s’annule en tout point de pSpec rArT s{p ra1, . . . , Ăamqqξ. Ceci valant pour tout
ξ P Spec rA, l’image de rbi1 dans rArT s{p ra1, . . . , Ăamq est nilpotente. Or comme
Spec rArT s{p ra1, . . . , Ăamq Ñ Spec rA est plat et a` fibres re´duites, et comme rA est
re´duite, rArT s{p ra1, . . . , Ăamq est re´duite (combiner les proposition 6.4.1 et 6.5.3 de
[EGA IV2]). Par conse´quent, l’image de rbi1 dans rArT s{p ra1, . . . , Ăamq est nulle pour
tout i. Il vient
BbA˝ rA “ rArT s{p ra1, . . . , Ăamq.
La fibre spe´ciale du morphisme de sche´mas formels Spf B Ñ Spf A˝ s’identifie
donc a` Spec rArT s{p ra1, . . . , rarq Ñ Spec rA, d’ou` (c), (d) et (e).
3.4.3. — Nous allons montrer queB est plat surA˝, ce qui ache`vera la de´monstration
de la proposition. En vertu du lemme 1.6 de [BL93a], il suffit de ve´rifier que pour
tout λ non nul dans k˝˝, la pA˝{λA˝q-alge`bre B{λB est plate. Fixons donc un tel
λ. Les k˝-alge`bres A et B sont plates par construction ; par conse´quent, les k˝{pλq-
alge`bres de pre´sentation finie A˝{λA˝ et B{λB sont plates. Or k˝{pλq est local et
son ide´al maximal k˝˝{λk˝ est constitue´ d’e´le´ments nilpotents. On de´duit alors du
the´ore`me 11.3.10 de [EGA IV3] que pour que B{λB soit plat sur A
˝{λA˝, il suffit
que B{k˝˝B “ rArT s{p ra1, . . . ,Ăamq soit plat sur A˝{k˝˝ “ rA, ce qui est le cas par
hypothe`se (l’e´galite´ A˝{k˝˝ “ rA est une conse´quence imme´diate du caracte`re t1u-
distingue´ de A).
3.5. The´ore`me. — Supposons que Γ est divisible. Soit Y Ñ X un morphisme entre
espaces k-affino¨ıdes Γ-stricts, suppose´ plat et a` fibres ge´ome´triquement re´duites. Il
existe une famille finie pXi Ñ Xq de morphismes dont les images recouvrent X et
telle que pour tout i, les conditions suivantes soient satisfaites :
˛ l’espace Xi est affino¨ıde et Γ-strict ;
˛ le morphisme Xi Ñ X posse`de une factorisation Xi Ñ X
1
i Ñ X ou` X
1
i est
affino¨ıde et Γ-strict, ou` Xi Ñ X
1
i est fini, radiciel et plat et ou` X
1
i Ñ X est
quasi-e´tale ;
˛ si on a de plus |H pxqˆ| ‰ t1u pour tout x P X (c’est notamment le cas de`s que
la valuation de k est non triviale) alors Xi Ñ X est quasi-e´tale ;
˛ le morphisme Y ˆX Xi Ñ Xi posse`de une pre´sentation Γ-sympathique.
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3.6. Remarque. — L’hypothe`se que Γ est divisible n’est pas tre`s contraignante. En
effet, supposons donne´ un morphisme Y Ñ X entre espaces affino¨ıdes Γ-stricts, plat et
a` fibres re´duites, mais sans hypothe`se sur Γ. Comme les espaces X et Y sont Γ-stricts,
ils sont ΓQ-stricts, et le the´ore`me ci-dessus peut alors eˆtre applique´ en remplac¸ant Γ
par ΓQ.
De´monstration du the´ore`me 3.5. — L’assertion a` prouver est locale sur X ; il suffit
donc de montrer qu’elle vaut au-dessus d’un voisinage affino¨ıde Γ-strict convenable
d’un point x donne´ sur X . On note A et B les alge`bres de fonctions analytiques
respectives de X et Y , et l’on pose C “ BbˆAH pxq.
3.6.1. — Puisque C est ge´ome´triquement re´duite par hypothe`se, le the´ore`me 2.28
assure qu’il existe une extension finie E de H pxq, se´parable si H pxq n’est pas trivia-
lement value´, telle que CE soit universellement Γ-distingue´e. Choisissons une surjec-
tion v : EtT1{r1, . . . , Tn{rnu Ñ CE universellement distingue´e avec les ri appartenant
a` Γ. Pour tout i, on pose fi “ vpTiq ; on peut supposer que }vpTiq} “ ri quel que soit
i (remarque 2.18).
Soit |¨| une valuation appartenant a` la re´ductionČpX,xq du germe pX,xq ; choisissons
un prolongement de |¨| a` rE, encore note´ |¨|. Notons que rE est de degre´ de transcendance
fini sur rk ; par conse´quent, la hauteur de |¨| est finie.
Soit B l’image de rB dans ĂCE . La rE-alge`bre ĂCE est entie`re sur rE ¨B (cela se prouve
de la meˆme manie`re que les assertions (iv) et (v) de [Tem04], Prop. 3.1). Il existe donc
une famille finie β1, . . . , βℓ d’e´le´ments de ĂCE , entiers sur rE˝ ¨B, et qui engendrent ĂCE
comme rE-alge`bre. Quitte a` agrandir la famille pβiq, on peut supposer qu’elle contient
une famille ge´ne´ratrice de B comme rk-alge`bre. Puisque CE est universellement dis-
tingue´e, la rE-alge`bre ĂCE est ge´ome´triquement re´duite (et ĂCΛ “ ĆpCEqrΛ pour toute
extension comple`te Λ de E). D’apre`s la version gradue´e et value´e du the´ore`me de la
fibre re´duite (corollaire 1.27), il existe une extension value´e finie L de rE telle que le
normalise´ faible R de la L˝-alge`bre L˝rβ1, . . . , βℓs soit fini sur L
˝rβ1, . . . , βℓs, telle que
les fibres de Spec R Ñ Spec L˝ soient ge´ome´triquement re´duites et a` composantes
irre´ductibles ge´ome´triquement irre´ductibles, et telle que RΛ˝ soit le normalise´ faible
de Λ˝rβ1, . . . , βℓs pour toute extension value´e Λ de rL. Quitte a` remplacer E par une
extension finie convenable (et meˆme finie se´parable si la valuation de H pxq n’est pas
triviale) on peut supposer que L “ rE. La rE˝-alge`bre R posse`de de`s lors les proprie´te´s
suivantes :
˛ elle contient B et est entie`re sur rE˝ ¨ B ;
˛ le morphisme Spec RÑ Spec rE˝ est plat a` fibres ge´ome´triquement re´duites, et
les composantes irre´ductibles de ses fibres sont ge´ome´triquement irre´ductibles.
3.6.2. — Pour tout i compris entre 1 et n, la re´duction rfi est un e´le´ment non nul deĂCE . Il existe un e´le´ment λi non nul de rE˝ tel que λi rfi appartienne a` R. Relevons λi
en un e´le´ment ℓi de E de valeur absolue dpλiq. Le morphisme
v : EtT1{r1, . . . , Tn{rnu Ñ CE , Ti ÞÑ fi
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e´tant une surjection universellement distingue´e il en va de meˆme de
EtT1{|ℓ1| ¨ r1, . . . , Tn{|ℓn| ¨ rnu Ñ CE , Ti ÞÑ ℓifi.
On peut donc se ramener au cas ou` chacune des rfi appartient a` R.
Soit α1, . . . , αp une famille d’e´le´ments non nuls de l’anne´lo¨ıde R telle que les rfi et
les αi engendrent R comme rE˝-alge`bre. Fixons i entre 1 et p.
Pour tout i, relevons αi en un e´le´ment ai de CE de norme spectrale e´gale a` dpαiq.
Le morphisme
EtT1{r1, . . . , Tn{rn, Tn`1{dpα1q, . . . , Tn`p{dpαpqu Ñ CE ,
"
Ti ÞÑ fi si i ď n
Ti ÞÑ ai´n sinon
est encore une surjection universellement distingue´e. En concate´nant la famille des fi
et celle des ai et en renume´rotant, on se rame`ne finalement au cas ou` p rf1, . . . ,Ăfnq est
une famille ge´ne´ratrice de R comme rE˝-alge`bre.
On choisit par ailleurs une famille pgtq de fonctions analytiques sur Yx parame´tre´e
par les points maximaux des fibres de Spec RÑ Spec rE˝ et posse´dant les proprie´te´s
suivantes :
˛ pour tout t, la norme spectrale r1t de gt appartient a` Γ et rgt appartient a` R ;
˛ pour tout τ P Spec rE˝ et tout point maximal t de la fibre pSpec Rqτ , la fonctionrgt est inversible en t et s’annule en tous les autres points maximaux de pSpec Rqτ .
Comme v est distingue´ il existe pour tout t un ante´ce´dent Gt de gt dans
EtT1{r1, . . . , Tn{rnu dont la norme spectrale est e´gale a` r
1
t.
3.6.3. — Nous allons maintenant montrer l’existence d’un espace affino¨ıde Γ-strict
X 1 muni d’un morphisme X 1 Ñ X et qui posse`de les proprie´te´s suivantes :
˛ le point x posse`de un unique ante´ce´dent x1 sur X 1, et H px1q »H pxq E ;
˛ le morphisme X 1 Ñ X admet une factorisation X 1 Ñ X2 Ñ X0 ou` :
‚ X0 est un voisinage affino¨ıde Γ-strict de x dans X ;
‚ X2 Ñ X0 est fini e´tale ;
‚ X 1 “ X2 si |H pxqˆ| ‰ t1u, et X 1 Ñ X2 est fini, radiciel et plat sinon.
3.6.3.1. Le cas ou` |H pxqˆ| ‰ t1u. — Dans ce cas E est se´parable sur H pxq et il
re´sulte du the´ore`me 4.4.1 de [Ber93] que l’extension H pxq ãÑ E est induite par
un morphisme e´tale pX 1, x1q Ñ pX,xq de germes d’espaces k-analytiques, d’ou` notre
assertion.
3.6.3.2. Le cas ou` |H pxqˆ| “ 1. — Le corps H pxq n’est alors autre que le corps
re´siduel κpxq de OX,x. En de´vissant l’extension E en ses parties se´parable et radicielle
on obtient l’existence d’une OX,x-alge`bre locale, finie et e´tale E1 et d’une d’une E1-
alge`bre locale, finie, radicielle et plate E2 telles que E2 bOX,x κpxq “ E. Il existe un
voisinage affino¨ıde Γ-strict X0 de x dans X tel que E1 soit induite par une OXpX0q-
alge`bre finie e´tale ; si X2 de´signe l’espace affino¨ıde correspondant le point x a un
unique ante´ce´dent x2 sur X2 et E1 “ OX2,x2 . Il existe un voisinage affino¨ıde Γ-
strict X20 de x
2 dans X2 tel que E2 soit induite par une OX2pX20 q-alge`bre finie,
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radicielle et plate ; si X2 de´signe l’espace affino¨ıde correspondant le point x2 a un
unique ante´ce´dent x1 sur X 1 et E2 “ OX1,x1 . Quitte a` restreindre X0 et X2 on peut
supposer que X20 “ X
2, et le morphismeX 1 Ñ X posse`de alors les proprie´te´s requises.
3.6.3.3. Choix de fonctions prolongeables a` X 1. — Quitte a` restreindre X0, X
2 et
X 1 on peut supposer par approximation que la fonction fi provient pour tout i d’une
analytique sur Y 1 :“ Y ˆX X
1, note´e ϕi. Il suffit en effet de s’assurer que les pro-
prie´te´s qu’on impose aux fi sont stables par petites perturbations. Or c’est e´vident
en ce qui concerne les proprie´te´s re´siduelles, et en ce qui concerne le caracte`re univer-
sellement distingue´ du morphisme v : EtT1{r1, . . . , Tn{rnu Ñ CE , Ti ÞÑ fi c’est une
conse´quence de 2.17.
3.6.4. Simplification du proble`me. — Il suffit maintenant de montrer l’existence d’un
domaine affino¨ıde Γ-strict V de X 1 contenant x1, tel que ČpV, x1q contienne la valuation
|¨| de ČH px1q “ rE, et tel que Y 1 ˆX1 V “ Y ˆX V posse`de une pre´sentation Γ-
sympathique sur V .
Supposons en effet avoir exhibe´ un tel domaine. La preuve du lemme 2.4 de [Duc03]
(the´ore`me de Gerritzen-Grauert dans le cas non ne´cessairement strict) assure que
V est une union finie de domaines rationnels dont la de´finition ne fait intervenir
que des scalaires appartenant a` Γ ; on peut donc supposer que V est un tel do-
maine. Dans ce cas c’est l’image re´ciproque d’un domaine affino¨ıde Γ-strict V0 de
X2 (si |H pxqˆ| ‰ t1u alors X 1 » X2 et il n’y a rien a` faire ; sinon il suffit d’e´lever
les ine´galite´s de´finissant V dans X 1 a` une puissance convenable de l’exposant ca-
racte´ristique de k). Le morphisme V Ñ X admet donc une factorisation V Ñ V0 Ñ X
ou` V0 est affino¨ıde et Γ-strict, ou` V0 Ñ X est quasi-e´tale et ou` V Ñ V0 est fini, radiciel
et plat, et est un isomorphisme si |H pxqˆ| ‰ t1u.
Comme V est plat sur X et comme V est Γ-strict l’image de ce morphisme est
un domaine analytique compact Γ-strict U de X contenant x. La re´duction ČpU, xq
contient par fonctorialite´ la valuation |¨| de ČH pxq.
Le point x et la valuation |¨| PČpX,xq ayant e´te´ choisis arbitrairement, il s’ensuit en
vertu de la quasi-compacite´ des re´ductions de germes et de la compacite´ de X qu’il
existe une famille couvrante de X posse´dant les proprie´te´s requises.
3.6.5. — Nous allons donc de´sormais chercher a` exhiber un domaine V comme au
3.6.4. On remplace X par X 1, etc. ce qui permet de supposer a` partir de maintenant
que X 1 “ X,x1 “ x, Y 1 “ Y et E “ H pxq. Notons V l’ensemble des domaines af-
fino¨ıdes Γ-strict de X contenant x et tels que ČpV, xq contienne |¨|. Notre but est de
construire un domaine appartenant a` V au-dessus duquel Y posse`de une pre´sentation
Γ-sympathique. Nous re´digerons le raisonnement comme suit : nous !restreindrons"X
de fac¸on re´pe´te´e, ce qui voudra dire par convention que nous le remplac¸ons par un
e´le´ment bien choisi de V ; lorsqu’il arrivera qu’il suffise de remplacer X par un voisi-
nage Γ-strict de x dans X , nous dirons que nous restreignons X autour de x ; et nous
montrerons a` la fin que Y posse`de une pre´sentation sympathique sur X .
3.6.5.1. — Soit h la hauteur de |¨|. On note τ0, . . . , τh les points de Spec ČH pxq˝,
nume´rote´s de sorte que τi`1 soit une spe´cialisation de τi pour tout i entre 0 et h´ 1 ;
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le point τ0 est donc le point ge´ne´rique de SpecČH pxq˝, et τh est son point ferme´. Pour
tout i compris entre 0 et h´ 1 on choisit un e´le´ment νi de ČH pxq˝ s’annulant en τi`1
mais pas en τi, et on pose νh “ 1. Le lieu d’inversibilite´ Dpνiq de νi sur Spec ČH pxq˝
est exactement tτjuiějě0 ; on fixe une fonction θi P OX,x telle que |θipxq| P Γ etĆθipxq “ νi ; on restreint X autour de x de sorte que θi P A pour tout i ; on suppose
par ailleurs que θh “ 1.
3.6.5.2. — Pour tout V P V nous noterons AV et BV les alge`bres de fonctions
analytiques respectives de V et Y ˆX V ; nous de´signerons par AV l’image de ĄAV
dans ČH pxq, et par BV celle de ĄBV dans rC ; remarquons que BX est ce que nous
notons simplement B, et nous e´crirons de meˆme A au lieu de AX . Pour tout espace
affino¨ıde Z nous de´signerons par }¨}Z la semi-norme spectrale de l’anneau des fonctions
analytiques sur Z (et le cas e´che´ant nous e´crirons }a}Z plutoˆt que que }a|Z}Z).
Soit V P V . Par construction,ČpV, xq “ PČH pxq{rktAV u ; en particulier,ČH pxq˝ Ą AV .
Re´ciproquement soit θ un e´le´ment de OˆX,x tel que |θpxq| P Γ, et
Ąθpxq P ČH pxq˝ et
soit W un voisinage affino¨ıde Γ-strict de x dans X sur lequel θ est de´finie.
Soit V le domaine affino¨ıde Γ-strict de W de´fini par l’ine´galite´ |θ| ď |θpxq| ; le
domaine V contient x, et }θ}V “ |θpxq| par construction. On a
ČpV, xq “ČpX,xq XPČH pxq{rktĄθpxqu
etČpV, xq contient par conse´quent |¨|, si bien que V P V . L’e´galite´ }θ}V “ |θpxq| assure
que l’image de l’e´le´ment rθ de ĄAV dans ČH pxq est alors e´gale a` Ąθpxq, et ce dernier
appartient par conse´quent a` AV .
On de´duit de ce qui pre´ce`de que ČH pxq˝ est la re´union filtrante des AV pour V
parcourant V .
3.6.5.3. — Il re´sulte de 3.6.5.2 qu’on peut restreindre X de sorte que }θi}X “ |θipxq|
pour tout i. Pour tout V P V , notons Vi le domaine affino¨ıde Γ-strict de V de´fini par
l’e´galite´ |θi| “ |θipxq| (remarquons que comme θh “ 1 tout domaine V appartenant a`
V ve´rifie }θh}V “ |θhpxq| , et on a alors Vh “ V ). L’image de l’e´le´ment rθi deĄAV dansČH pxq est alors e´gale a` νi (qui appartient donc a` AV ) et l’anne´lo¨ıdeĄAVi s’identifie a`ĄAV r 1rθi s. Il vient AVi “ AV r 1νi s.
L’anne´lo¨ıde de valuation O
Spec ČH pxq˝,τi est e´gal a` ČH pxq˝r 1νi s. Il peut en
conse´quence s’e´crire comme la re´union filtrante des AV r
1
νi
s “ AVi pour V par-
courant V .
3.6.6. — Par construction, les rfi engendrent R, et ils sont donc entiers surČH pxq˝ ¨B ;
et par ailleurs R contient B, qui est de type fini sur rk. En vertu de 3.6.5.2, il existe
par conse´quent V P V tel que les rfi soient entiers sur AV ¨ B Ă BV et tels que
B Ă AV r rf1, . . . ,Ăfns. On peut donc restreindre X de sorte que les rfi soient entiers sur
B et que B Ă Ar rf1, . . . ,Ăfns.
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3.6.7. — Nous allons maintenant e´tablir un re´sultat ge´ne´ral que nous appliquerons
a` plusieurs reprises dans la suite. Soit W P V et soit χ une fonction analytique sur
YW . On pose h “ χ|Yx et on suppose que ρ :“ }h}Yx est un e´le´ment de Γ.
3.6.7.1. — Supposons que rh appartient a` R. Nous allons montrer qu’il existe un
e´le´ment V de V contenu dans W et tel que }χ}YV “ ρ (il suffit pour que ce soit le cas
que }χ}YV soit majore´e par ρ, puisque }χ}Yx “ }h}Yx “ ρ).
Comme rh appartient a` R, elle est entie`re sur B ¨ČH pxq˝. Il existe donc V P V tel
que V Ă W et tel que rh soit entie`re sur B ¨ AV Ă BV . ll existe par conse´quent un
entier N ą 0, un sous-ensemble I de t0, . . . , N ´ 1u et une famille pbiqiPI d’e´le´ments
de BV posse´dant les proprie´te´s suivantes :
˛ pour tout i P I on a }bi}YV “ }bi}Yx “ ρ
N´i.
˛
ˇˇ
hN `
ř
iPIpbi|Yxqh
i
ˇˇ
ă ρN sur tout Yx.
On a alors
ˇˇ
hN `
ř
iPI biχ
i
ˇˇ
ă ρN au-dessus d’un voisinage de x dans V (par proprete´
topologique de Y Ñ X). Quitte a` restreindre V autour de x, on peut donc supposer
que
ˇˇ
χN `
ř
iPI biχ
i
ˇˇ
ă ρN sur tout YV . Ceci entraˆıne que |χ| ď ρ en tout point
de YV : en effet s’il existait z P YV tel que |χpzq| ą ρ on aurait pour tout i P I
l’ine´galite´ ρN ą |bipzq|ρ
I car |bi| ď ρ
N´i sur tout YV ; mais ceci impliquerait queˇˇ
χN pzq `
ř
iPI biχ
ipzq
ˇˇ
“ ρN , ce qui est absurde.
3.6.7.2. — On suppose toujours que rh appartient a` R. Soit i un entier compris entre
0 et h tel que l’ouvert Dprhq de Spec R rencontre pSpec Rqτi . Le paragraphe 3.6.7.1
assure qu’il existe un domaine V P V contenu dans W tel que }χ}YV “ ρ. Nous allons
montrer qu’on peut choisir un tel V en imposant de surcroˆıt que pour tout z P Vi
on ait }χ}Yv “ ρ. Commenc¸ons par restreindre X de sorte que }χ}Y “ ρ. Notons
|¨|‹ la valuation de ČH pxq d’anne´lo¨ıde O
Spec ČH pxq˝,τi . Soit t un point de pSpec Rqτi
en lequel rh est inversible, et soit t1 un point de pSpec Rqτ0 “ Spec rC “ ĂYx se
spe´cialisant en t (qui existe car le morphisme Spec R Ñ Spec ČH pxq˝ est plat donc
ge´ne´risant). Soit y un point de Yx dont l’image sur ĂYx est e´gale a` t1. Choisissons une
valuation de κpt1q dont l’anne´lo¨ıde domine O
tt1u,t
, et prolongeons-la arbitrairement
en une valuation de ČH pyq ; celle-ci induit la valuation |¨|‹ sur ČH pxq et on la note
encore |¨|‹. Par construction, l’anne´lo¨ıde de |¨|‹ dans ČH pyq contient l’image de R, et
en particulier l’image deČH pxq˝ ¨B, et a fortiori celle de B ; il s’ensuit que |¨|‹ PČpY, yq.
Notons e´galement que comme rh est inversible en t on a |rhpt1q|‹ “ 1. Ceci entraˆıne que
|hpyq| “ ρ et que |Ąhpyq|‹ “ 1.
Soit Ω le domaine affino¨ıde Γ-strict de Y de´fini par l’e´galite´ |χ| “ ρ. Par de´finition
de Ω on aČpΩ, yq “ČpY, yq XPČH pyq{rktĄhpyq,Ąhpyq´1u ; en particulier,ČpΩ, yq contient |¨|‹.
Par platitude, l’image de Ω sur X est un domaine analytique Γ-strict et compact
U de X , qui contient x. Par fonctorialite´,ČpU, xq contient la valuation |¨|‹ de ČH pxq.
L’anne´lo¨ıde AU est donc contenu dans OSpec ČH pxq˝,τi, et il existe de ce fait un e´le´ment
V de V tel que AU Ă AVi . Cette dernie`re inclusion assure que
ČpVi, xq est contenu
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dans ČpU, xq. Il existe donc un voisinage affino¨ıde Γ-strict X 1 de x dans X tel que
X 1 X Vi Ă U . Quitte a` remplacer V par V XX
1 on peut supposer que Vi Ă U ; par
de´finition de U il existe alors pour tout point z de Vi un point de Yz en lequel |χ| “ ρ.
Il s’ensuit que V satisfait aux conditions requises.
3.6.8. — En vertu de 3.6.7.1 on peut restreindre X de sorte que }ϕi}Y “ ri pour
tout i.
Notons D “ M pAtT1{r1, . . . , Tn{rnuq le k-polydisque ferme´ relatif de polyrayon
pr1, . . . , rnq sur X . Soit π : Y Ñ DY le morphisme de´fini par le n-uplet pϕ1, . . . , ϕnq.
Par construction, la restriction π|Yx : Yx Ñ Dx est une immersion ferme´e.
Soit y P Yx ; posons z “ πpyq. Soit J l’ensemble des indices i tels que |Tipzq| “ ri ;
c’est aussi l’ensemble des indices i tels que |fipyq| “ ri, c’est-a`-dire aussi celui des
indices i tel que rfipryq ‰ 0, en de´signant par ry l’image de y sur ĂYx. Le corpo¨ıdeČH pzq
est une extension de ČH pxq et
ČpD, zq “ PČH pzq{rktAY tĆTipzquiPJu.
L’image re´ciproque U deČpD,zq sur PČH pyq{rk est donc e´gale a`
PČH pyq{rktAY tĆfipyquiPJu.
Le sous -anne´lo¨ıde de ČH pyq engendre´ par A et les Ćfipyq pour i P J est celui engendre´
par A et les rfipryq pour i variant entre 1 et n, c’est-a`-dire par l’image de l’anne´lo¨ıde
Ar rf1, . . . ,Ăfns de rC. Puisque les Ar rf1, . . . ,Ăfns contient B et est entie`re sur celle-ci,
l’ouvert U est e´gal a` PČH pyq{rktBu, c’est-a`-dire a` ČpY, yq ; en conse´quence, π est sans
bord en y. Ceci valant pour tout y P Yx il en re´sulte par proprete´ topologique qu’il
existe un ouvert X 1 de X contenant x tel que YX1 Ñ DX1 soit sans bord. Quitte a`
remplacer X par un voisinage affino¨ıde Γ-strict de x dans X 1, on peut donc supposer
que π est sans bord. Puisque Y et D sont affino¨ıdes, cela entraˆıne que π est fini.
Comme π|Yx est une immersion ferme´e, la restriction du morphisme canonique
OD Ñ π˚OY a` la fibre Dx est surjective. On en de´duit que OD Ñ π˚OY est surjectif
au voisinage de Dx dans D (c’est une conse´quence du lemme de Nakayama, voir
[Duc18], 2.5.4). Par proprete´ topologique on peut encore restreindre X autour de
x de sorte que OD Ñ π˚OY soit surjective, ce qui signifie que π est une immersion
ferme´e.
3.6.9. — Soit I le noyau du morphisme surjectif AtT {ru Ñ B. Remarquons que
IH pxqtT {ru est le noyau de la surjection distingue´e v : ktT {ru Ñ C, Ti ÞÑ fi ; nous
noterons rv : ČH pxqrrzT s Ñ rC la surjection induite. Comme les rfi engendrent R commeČH pxq˝-alge`bre, le morphisme rv induit une fle`che surjective ČH pxq˝rrzT s Ñ R.
Nous allons montrer qu’on peut restreindre X de sorte qu’il existe une famille finie
pa1, . . . , amq satisfaisant les proprie´te´s suivantes, en posant hi “ ai|Yx quel que soit
i :
˛ les hi forment une famille fortement ge´ne´ratrice de Kerpvq et pour tout i la
norme spectrale ρi :“ }hi}Yx appartient a` Γ ;
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˛ les rhi appartiennent a` ČH pxq˝rrzT s, sont de norme 1 pour la norme de Gaußř
αIT
I ÞÑ max|αI |, et engendrent en tant qu’ide´al de ČH pxq˝rrzT s le noyau de
la surjection ČH pxq˝rrzT s Ñ R induite par rv ;
˛ pour tout z P X et tout i on a }hi}Yz “ ρi.
3.6.9.1. — On commence par choisir une famille ph1, . . . , hmq fortement ge´ne´ratrice
de Kerpvq (proposition 2.4). Comme cette proprie´te´ est stable par petites perturba-
tions d’apre`s 2.3.3) on peut supposer quitte a` restreindre X que hi est pour tout i la
restriction d’une fonction analytique ai sur D appartenant a` I.
3.6.9.2. — Comple´tons pa1, . . . , amq en une famille pa1, . . . , am, b1, . . . , bpq qui en-
gendre I.
Soit j un indice tel que bj |Yx “ 0 et soit Y
1 le sous-espace analytique ferme´ de D
de´fini par l’ide´al ppaiqi, pbiqi‰jq. Conside´rons par abus OY et OY 1 comme des faisceaux
cohe´rents sur D. On a une surjection naturelle OY 1 Ñ OY , dont la restriction a` Dx
est bijective par choix de j. Or Y est plat sur X , ce qui signifie que OY est plat sur
X . Il en re´sulte que OY 1 Ñ OY est un isomorphisme au voisinage de Dx ([Duc18],
lemme 4.5.10). Par proprete´ topologique on peut donc restreindre X autour de x de
sorte que I soit engendre´ par les ai pour i compris entre 1 et m et par les bi pour i
compris entre 1 et p et diffe´rent de j.
En re´ite´rant l’ope´ration autant de fois qu’il est ne´cessaire et en renume´rotant
les bi on voit qu’on peut finalement restreindre X autour de x de sorte I soit en-
gendre´ par une famille pa1, . . . , am, b1, . . . , bpq avec bi|Yx ‰ 0 pour tout i. La fa-
mille ph1, . . . , hm, b1|Yx , . . . , bp|Yxq est alors encore une famille fortement ge´ne´ratrice
de Kerpvq. En incorporant pb1, . . . , bpq a` la famille des ai on se rame`ne au cas ou` cette
dernie`re engendre I.
3.6.9.3. — La norme spectrale de H pxqtT {ru e´tant a` valeurs dans |H pxqˆ| ¨ Γ, il
existe des e´le´ment λi P O
ˆ
X,x tels que |λi| ¨ }hi}Yx P Γ pour tout i et tel que l’e´le´mentČλipxqhi de ČH pxqrrzT s soit de norme (de Gauß) e´gale a` 1. En restreignant X autour
de x pour que chaque λi soit de´finie et inversible sur X , et en multipliant ai par λi
pour tout i, on se rame`ne au cas ou` ρi :“ }hi}Yx appartient a` Γ pour tout i et ou`
chacun des rhi est de norme 1.
3.6.9.4. — Pour tout i l’e´le´ment rhi de ČH pxqrrzT s appartient a` ČH pxq˝rrzT s (car il
est de norme 1) et au noyau de rv. Comple´tons pĂh1, . . . , Ăhmq en une famille ge´ne´ratrice
pĂh1, . . . , Ăhm, α1, . . . , αpq de Kerprv|ČH pxq˝rrzT sq sur ČH pxq˝rrzT s, avec les αj tous non
nuls. Pour tout j, choisissons λj P ČH pxqˆ tel que λjαj soit de norme 1. L’e´le´ment
λjαj appartient encore a` Kerprvq, et |λj | ě 1. Puisque αj “ λ´1j pλjαjq, la famille
pĂh1, . . . , Ăhm, λ1α1, . . . , λpαpq engendre encore Kerprvq XČH pxq˝rrzT s ; par conse´quent
on peut, quitte a` remplacer αj par λjαj pour tout j, supposer que les αj sont tous
de norme 1.
Chacun des αj appartient a` Kerprvq. Or comme v est distingue´ et comme
ph1, . . . , hmq est une famille fortement ge´ne´ratrice de Kerpvq, le noyau de rv est
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engendre´ par les rhi d’apre`s la proposition 2.14. Chaque αj appartient donc a`
pĂh1, . . . , Ăhmq et peut de`s lors se relever en un e´le´ment α1j appartenant a` l’ide´al
ph1, . . . , hmq de l’anneau κpxqrT s Ă H pxqtT {ru. Quitte a` restreindre X autour de x
on peut supposer que chacun des α1j est la restriction d’un e´le´ment α
2
j appartenant a`
l’ide´al pa1, . . . , amq de l’anneau ArT s Ă AtT {ru, et en particulier a` I. En incorporant
les α2j a` la famille des ai, on se rame`ne au cas ou` p
Ăh1, . . . , Ăhmq est une famille
ge´ne´ratrice de Kerprv|ČH pxq˝rrzT sq sur ČH pxq˝rrzT s.
3.6.9.5. — Pour tout i, on e´crit ai “
ř
ai,JT
J , et on pose hi,J “ ai,J |Yx pour tout
pi, Jq.
A` chaque indice i on associe les sous-ensembles suivants de Zně0 :
˛ J0piq “ tJ, |hi,J | ¨ rJ ă ρiu.
˛ J1piq “ tJ, |hi,J | ¨ rJ “ ρi et |Ąhi,J | ă 1u.
˛ J2piq “ tJ, |hi,J | ¨ rJ “ ρi et |Ąhi,J | “ 1u.
(Nos hypothe`ses entraˆınent que Zně0 “ J0piq YJ1piq YJ2piq, que J1piq et J2piq
sont finis, et que J2piq ‰ H.) On pose bi “
ř
JPJ0piq
ai,JT
J .
Par construction, }bi}Yx ă ρi pour tout i. Par proprete´ topologique on peut donc
supposer quitte a` restreindre X autour de x que chaque bi est de norme spectrale
strictement infe´rieure a` ρi.
Soit X 1 le domaine affino¨ıde Γ-strict de X de´fini par les conditions
t|ai,J | ¨ r
J ď ρiu1ďiďm,JPJ1piq et t|ai,J | ¨ r
J “ ρiu1ďiďm,JPJ2piq.
Le domaine X 1 contient x, et
ČpX 1, xq “ČpX,xq XPČH pxq{rkttĄhi,JuJPJ1piq Y tĄhi,J ,Ąhi,J´1uJPJ2piqu.
En particulier, ČpX 1, xq contient |¨|. On peut donc restreindre X de sorte que X 1 “ X .
Il re´sulte alors de nos constructions que pour tout z P V et tout i compris entre 1 et
m la norme spectrale max|ai,J pzq| ¨ r
J de ai|Yz est e´gale a` ρi.
(On aurait pu e´galement invoquer 3.6.7.1 et 3.6.7.2 dans le cas ou` Y “ D, ou`
fi “ Ti, ou` R “ ČH pxq˝rrzT s et ou` t est le point ge´ne´rique de la fibre spe´ciale – une
fonction appartenant a`ČH pxq˝rrzT s est inversible en ce point pre´cise´ment si sa norme
de Gauß vaut 1 ; mais la preuve ci-dessus est plus e´le´mentaire.)
3.6.10. — Pour tout i compris entre 0 et h et tout point maximal t de pSpec Rqτi ,
il existe Gt P H pxqtT {ru, dont on note gt l’image dans C, telle que les proprie´te´s
suivantes soient satisfaites :
˛ les re´els }Gt}Dx et }gt}Yx sont e´gaux a` un meˆme e´le´ment r
1
t de Γ ;
˛ la re´duction ĂGt appartient a` ČH pxq˝rrzT s (ce qui entraˆıne que rgt appartient a`
R) ;
˛ l’e´le´ment rgt de R est inversible en t et s’annule en les autres points maximaux
de pSpec Rqτi .
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(Pour construire gt, on commence par choisir un e´le´ment de R satisfaisant la dernie`re
proprie´te´, que l’on rele`ve ensuite dans ČH pxq˝rrzT s puis dans H pxqtT {ru).
Les proprie´te´s de Gt e´tant stables par petites perturbations, on peut supposer
quitte a` restreindre X autour de x que Gt est la restriction d’une fonction Ψt appar-
tenant a` AtT {ru ; on note ψt l’image de Ψt dans B.
Pour tout pi, tq, les valuations des coefficients de ĂGt sont toutes infe´rieures ou
e´gales a` 1. Un raisonnement analogue a` celui tenu au 3.6.9.5 montre alors qu’on peut
supposer quitte a` restreindre X que pour tout pi, tq on a |Ψt| ď r
1
t sur D tout entier
(ce qui entraˆıne que |ψt| ď r
1
t sur Y tout entier).
Par ailleurs il re´sulte de 3.6.7.2 qu’on peut, quitte a` encore restreindre X , supposer
que pour tout pi, tq et tout z P Xi, la norme spectrale }ψt}Yz est exactement e´gale a`
r1t.
3.6.11. — Puisque pĂh1, . . . , Ăhmq engendre Kerprv|ČH pxq˝rrzT sq, on a un isomorphisme
de ČH pxq˝-alge`bres ČH pxq˝rrzT s{pĂh1, . . . , Ăhmq » R.
Comme chaque hi se prolonge en la fonction ai sur D et comme }ai}D “ ρi, les rhi
appartiennent tous a` ArrzT s ; pour une raison, analogue, les ĂGt appartiennent tous a`
ArrzT s. Pour tout V P V , posons MV “ AV rrzT s{pĂh1, . . . , Ăhmq ; on e´crit M au lieu de
MX .
Nous allons maintenant montrer qu’on peut restreindre X de sorte que le mor-
phisme Spec M Ñ Spec A satisfasse les proprie´te´s suivantes :
(a) il est plat et a` fibres ge´ome´triquement re´duites ;
(b) les composantes irre´ductibles de ses fibres sont ge´ome´triquement irre´ductibles ;
(c) pour tout i compris entre 0 et h, pour tout point σ de Spec A tel que νipσq ‰ 0
et νi`1pσq “ 0, et pour tout point maximal s de pSpec Mqσ, il existe un point
maximal t de pSpec Rqτi tel que l’image Gˇt de ĂGt dans M soit inversible en s,
et s’annule en les autres points maximaux de pSpec Mqσ ;
(d) il existe un recouvrement fini pΩjq de Spec M tel que pour tout j, chaque fibre
de Ωj Ñ Spec A soit une composante connexe de la fibre correspondante de
Spec M Ñ Spec A.
3.6.11.1. — Comme Spec R est plat sur SpecČH pxq˝, Spec MV Ñ Spec AV est plat
pour tout e´le´ment V de V suffisamment petit : la me´thode 1.4 permet en effet de se
ramener a` l’assertion analogue dans le cas non gradue´, qui est le the´ore`me 11.2.6 (ii)
de [EGA IV3].
3.6.11.2. — Pour tout e´le´ment V de V , notons EV l’ensemble des points de Spec AV
tels que la fibre correspondante de Spec MV Ñ Spec AV soit ge´ome´triquement re´duite.
Pour tout V , l’ensemble EV est une partie constructible de Spec AV (on uti-
lise 1.4 pour se ramener au cas non gradue´, et c’est alors le the´ore`me 9.7.7 (iii) de
[EGA IV3]) ; elle de´pend de manie`re carte´sienne de V .
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Comme les fibres de Spec R Ñ Spec ČH pxq˝ sont ge´ome´triquement re´duites, la
limite projective des Spec MV zEV est vide ; par compacite´ constructible, il existe V
tel que EV “ Spec MV .
3.6.11.3. — Soit i compris entre 0 et h et soit t un point maximal de pSpec Rqτi .
Pour tout e´le´ment V de V notons E1V l’ensemble des points σ de Spec AV tels que
νipσq ‰ 0, tels que νi`1pσq “ 0 et tels que la fibre en σ de l’ouvert DpGˇtq de Spec MV
soit ge´ome´triquement irre´ductible. C’est une partie constructible de Spec AV (on uti-
lise 1.4 pour se ramener au cas non gradue´, et c’est alors le the´ore`me 9.7.7 (i) de
[EGA IV3]) ; elle de´pend de manie`re carte´sienne de V . Comme la partie correspon-
dante de SpecČH pxq˝ est e´gale a` tτiu, c’est-a`-dire pre´cise´ment a` l’ensemble des points
de Spec ČH pxq˝ en lesquels νi est inversible et νi`1 nul, un argument de compacite´
constructible permet la` encore de conclure que E1V est pour V assez petit l’ensemble
des points σ de Spec AV tels que νipσq ‰ 0 et νi`1pσq “ 0.
3.6.11.4. — Soit i compris entre 0 et h. Pour tout e´le´ment V de V notons E2V
l’ensemble des points σ de Spec AV tels que νipσq ‰ 0, tels que νi`1pσq “ 0 et
tels que la re´union des ouverts DpGˇtq de Spec MV pour t parcourant l’ensemble des
points maximaux de pSpec Rqτi contienne une partie dense de pSpec MV qσ. C’est une
partie constructible de Spec MV (on utilise 1.4 pour se ramener au cas non gradue´,
et c’est alors la proposition 9.5.3 de [EGA IV3]) ; elle de´pend de manie`re carte´sienne
de V . Comme la partie correspondante de Spec ČH pxq˝ est e´gale a` tτiu, c’est-a`-dire
pre´cise´ment a` l’ensemble des points de Spec ČH pxq˝ en lesquels νi est inversible et
νi`1 nul, un argument de compacite´ constructible permet la` encore de conclure que
E2V est pour V assez petit l’ensemble des points σ de Spec AV tels que νipσq ‰ 0 et
νi`1pσq “ 0.
3.6.11.5. — En vertu de la proposition 1.28 il existe un recouvrement ouvert fini
pΥjqj de Spec R tel que pour tout j, chaque fibre de Υj Ñ Spec ČH pxq˝ soit une
composante connexe de la fibre correspondante de Spec R Ñ Spec ČH pxq˝. Chaque
Υj e´tant quasi-compact ; si on prend V suffisamment petit, on peut donc faire en sorte
que Υj provienne pour tout j d’un ouvert Ωj,V de Spec MV , de´pendant de manie`re
carte´sienne de V .
Les Υj recouvrant Spec R, un argument de compacite´ constructible montre que si
V est assez petit les Ωj,V recouvrent Spec MV .
Pour tout j et tout V assez petit pour que cela ait un sens, notons E3j,V l’image de
Ωj,V sur Spec AV , et E
4
j,V le sous-ensemble de E
3
j,V forme´ des points en lesquels la
fibre de Ωj,V Ñ Spec AV est ge´ome´triquement connexe. Les ensembles E
3
j,V et E
4
j,V
sont constructibles (pour le second, cela de´coule du corollaire 9.7.9 de [EGA IV3]) ; ils
de´pendent de manie`re carte´sienne de V , et les deux sous-ensembles correspondants de
Spec ČH pxq˝ co¨ıncident par choix des Υj , et parce que les composantes irre´ductibles
des fibres de Spec R Ñ Spec ČH pxq˝ sont ge´ome´triquement irre´ductibles. Il s’en-
suit par un argument de compacite´ constructible qu’on a pour V suffisamment petit
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l’e´galite´ E3j,V “ E
4
j,V pour tout j, ce qui signifie que les fibres de Ωj,V Ñ Spec AV
sont ge´ome´triquement connexes.
Enfin, soient j et ℓ deux indices distincts. Pour tout V suffisamment petit pour
que cela ait un sens, notons E5j,ℓ,V et E
6
j,ℓ,V les images respectives de Ωj,V X Ωℓ,V et
Ωj,V△Ωℓ,V sur Spec AV . Ce sont des parties constructibles de Spec AV , de´pendant de
lanie`re carte´sienne de V ; par construction, les parties correspondantes de SpecČH pxq˝
sont disjointes. En utilisant une dernie`re fois un argument de compacite´ constructible,
on en de´duit que si V est assez petit alors E5j,ℓ,V X E
6
j,ℓ,V “ H, ce qui signifie que
pour tout σ P Spec AV , les fibres de Ωj,V et Ωℓ,V en σ sont ou bien disjointes, ou bien
e´gales.
3.6.11.6. — Il re´sulte des paragraphes pre´ce´dents qu’on peut restreindre X de sorte
que Spec M Ñ Spec A satisfasse les proprie´te´s (a), (b), (c) et (d) requises.
3.6.12. Fin de la de´monstration. — Soit rx l’image de x sur rX et soit Ω l’image
re´ciproque de trxu sur X . C’est un voisinage ouvert de x dans X . Soit V un voisinage
affino¨ıde Γ-strict de x dans Ω. Le morphisme rAÑĄAV induit par l’inclusion V ãÑ X
se factorise alors par l’image de rA dans κprxq, qui s’identifie elle-meˆme a` A. Modulo
cette identification, l’image de ai|DV dansĄAV rrzT s est e´gale a` rhi pour tout i, celle
de Ψt|DV est e´gale a` ĂGt pour tout t, et celle de θi est e´gale a` νi pour tout i.
En remplac¸ant X par V on se rame`ne alors au cas ou` le morphisme
q : Spec rArrzT s{p ra1, . . . , Ăamq Ñ rX
satisfait les proprie´te´s suivantes :
(a) il est plat et a` fibres ge´ome´triquement re´duites ;
(b) les composantes irre´ductibles de ses fibres sont ge´ome´triquement irre´ductibles ;
(c) pour tout i compris entre 0 et h, pour tout point σ de Spec ĂAU appartenant
a` DprθiqzDpĄθi`1q et pour tout point maximal s de q´1pσq, il existe un point
maximal t de pSpec Rqτi tel que l’image Ψˇt de
ĂΨt dans rArrzT s{p ra1, . . . , Ăamq soit
inversible en s, et s’annule en les autres points maximaux de q´1pσq ;
(d) il existe un recouvrement ouvert fini pΩjq de Spec rArrzT s{p ra1, . . . , Ăamq tel que
pour tout j et tout ξ P rX, l’intersection Ωj X q´1pξq soit ou bien vide, ou bien
une composante connexe de q´1pξq.
Soit z un point de X . Soit i un entier compris entre 0 et h tel que z P Xi, et minimal
pour cette proprie´te´ (rappelons que comme θh “ 1, le point z appartient automati-
quement a` Xh). L’image de z sur Spec rA appartient alors a` DprθiqzDpĄθi`1q. Par ce
qui pre´ce`de, Spec ČH pzqrrzT s{pĆa1|Yz , . . . ,Čam|Yzq est ge´ome´triquement re´duit, et ses
composantes irre´ductibles sont ge´ome´triquement inte`gres.
Par ailleurs, soit s un point maximal de SpecČH pzqrrzts{pĆa1|Yz , . . . ,Čam|Yz q. Il existe
alors un point maximal t de pSpec Rqτi tel que Ψˇt soit inversible en s et s’annule en
tous les autres points maximaux de Spec ČH pzqrrzts{pĆa1|Yz , . . . ,Čam|Yzq. L’image de
Ψt dans B est e´gale a` ψt. On a }Ψt}Dz “ r
1
t ; et comme z appartient a` Xi, on a
}ψt}|Yz “ r
1
t. Il s’ensuit que l’image de Ψˇt dans ČBH pzq est non nulle. On de´duit alors
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de la proposition 2.30 et de la remarque 2.31 que B » AtT {ru{pa1, . . . , amq est une
pre´sentation Γ-sympathique de B sur A.
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